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Résumé 
L‟amélioration des performances des robots est un enjeu important dans le domaine 
industriel. Les objectifs visés sont l‟augmentation de l‟espace de travail, de la capacité de 
charge transportable, de la vitesse de travail et de la précision du robot. Pour atteindre ces 
objectifs, il faut en général augmenter la rigidité, diminuer la masse et augmenter la capacité 
d‟amortissement du robot. Les robots actuels sont généralement fabriqués en métaux : 
aluminium ou acier, ce qui limite leurs performances en raison des faibles capacités 
d‟amortissement des vibrations de ces matériaux.  

Les matériaux composites présentent l‟avantage de combiner des matériaux différents, ce qui 
conduit à une variété de leurs performances. Parmi les types de renforts, les fibres de carbone 
présentent un module d‟élasticité élevé permettant la conception de pièces de grandes rigidités 
statiques mais elles possèdent une faible capacité d‟amortissement. Les fibres végétales, par 
contre, possèdent une faible densité, de bonnes propriétés spécifiques et des capacités 
d‟amortissement élevées.  

Cette thèse porte sur l‟amélioration des performances d‟un robot parallèle 3CRS en utilisant 
des matériaux composites pour reconcevoir des pièces initialement fabriquées en aluminium. 
La thèse commence d‟abord par une caractérisation des comportements statiques et 
dynamiques du robot initial constitué de bras en aluminium. Ensuite, la forme des segments 
des bras robotiques est optimisée par rapport aux sollicitations mécaniques sur le robot. Un 
nouveau composite stratifié hybride renforcé par des fibres de carbone et des fibres de lin est 
alors proposé. Cette combinaison permet d‟allier les avantages des deux types de fibres dans 
un composite pour le dimensionnement des composants sous sollicitation élevée. La structure 
de ce nouveau composite a été optimisée puis un segment est fabriqué pour valider la 
conception. Finalement, l‟étude du nouveau robot avec des bras en matériaux composites a 
été réalisée, les résultats montrent que la rigidité du robot augmente, sa masse diminue 
légèrement et sa capacité d‟amortissement augmente considérablement par rapport au robot 
initial. Donc, l‟application du composite stratifié hybride peut améliorer les performances 
statiques et dynamiques et augmenter significativement la précision en fonctionnement du 
robot 3CRS. 

 

MOTS-CLÉS : optimisation, matériaux composites, fibres de carbone, fibres végétales, robot 
parallèle 3CRS, analyse statique, analyse dynamique, amortissement des vibrations. 
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Abstract 
Improvement of the robot‟s performances is a major challenge in the industrial field. In 
general, improvement objectives are increasing workspace, transportable capacity, speed and 
precision of the robot. To achieve these objectives, it must increase rigidity, reduce weight 
and increase damping capacity of the robot. Currently, the robots are generally made of 
metals: aluminum or steel, which limits their performances due to low damping capacity of 
these materials. 

Composite materials present an advantage to combine different materials, which leads to a 
variety of composite material properties. Among the types of reinforcements, carbon fibers 
show high modulus that enables robotic parts with high static rigidities to be designed. 
However, carbon fibers have generally a low damping capacity. Natural fibers have low 
density, good specific properties and high damping capacity. 

This thesis focuses on the improvement of the performances of the 3CRS parallel robot by 
using the composite material to redesign robot parts initially made of aluminum. The thesis 
begins with static and dynamic characterizations of the original robot. Then, the shape of 
segments of the robotic arms is optimized with respect to applying force on the robot. A 
hybrid laminated composite reinforced with carbon fibers and flax fibers is proposed for the 
use. This combination enables to combine the advantages of two fiber types in a composite 
for using in high loaded components. The structure of the new hybrid laminated composite is 
optimized and a composite segment is then fabricated in order to validate the design. Finally, 
the analysis of the new robot with composite arms is executed. The result shows that the new 
robot has a slightly higher rigidity, lighter mass and considerably greater damping capacity in 
comparison with the original robot. Therefore, the application of the hybrid composite could 
improve the static and dynamic performances and increases considerably the accuracy in 
operation of the robot 3CRS. 

 

KEYWORDS: optimization, composite material, carbon fiber, vegetable fiber, 3CRS parallel 
robot, static analysis, dynamic analysis, vibration damping. 
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Introduction 
Dans la production industrielle, les robots et machines de manipulation sont de plus en plus 
utilisés, ils permettent d’effectuer des travaux lourds, à répétabilité élevée, à de grandes 
vitesses avec des précisions élevées et stables. Pour augmenter les performances des robots et 
des machines de manipulation, plusieurs travaux de recherche ont été effectués. Les 
recherches visent à résoudre différents problèmes tels qu’augmenter : la capacité de charge 
transportable, la précision de positionnement et la vitesse de travail des robots. Les réponses à 
ces questions passent généralement par la diminution des masses des parties mobiles, 
l'augmentation de la raideur du robot et l’amortissement des vibrations. En 1947, la 
plateforme Stewart a été conçue par Stewart et Gough, cet événement a marqué la naissance 
d’un nouveau type de robot appelé « robot parallèle ». Le robot parallèle présente une 
répétabilité, une raideur et un rapport « masse transportable/masse robot » beaucoup plus 
élevés que ceux des robots sériels conventionnels. Après le robot parallèle de Stewart, 
plusieurs types de robot parallèle ont été conçus, par exemple : les robots Delta, Quatro, 
Isoglide, 3-RRR, etc. Actuellement, les applications utilisant des robots parallèles sont très 
nombreuses : manipulateurs, simulateurs, support d'orientation pour télescope, etc.  

Dans cette étude, un robot parallèle appelé 3CRS est étudié, la Figure i.1 ci-dessous le 
présente. Ce robot de 6 degrés de liberté (6-DDL) avec trois chaînes cinématiques est une 
nouvelle architecture de robot parallèle, il a été proposé par B.C. Bouzgarrou.  

 
Figure i.1 : Robot 3CRS 

Pritschow et al. ont étudié les sources d’erreurs sur la précision de positionnement du robot 
parallèle (Figure i.2). On remarque que ces sources se répartissent en deux groupes : les 
erreurs statiques ou quasi-statiques (pesanteur, erreurs thermiques, erreurs de transformation) 
et les erreurs dynamiques (erreurs de suivi, excitation des modes, déformations élastiques par 

http://fr.wikipedia.org/wiki/T%C3%A9lescope
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les efforts du procédé et d’inertie). Les erreurs statiques sont généralement calculables, donc, 
l’intégration d’un programme de compensation dans le système de contrôle permet d’éliminer 
leurs influences. En revanche, les erreurs dynamiques sont plus difficiles à contrôler, car elles 
varient en fonction de nombreux paramètres tels que le temps, la charge extérieure, 
l’excitation de sollicitation, la vitesse, l’accélération de travail et la configuration du robot. 
Pour diminuer les influences dynamiques, il existe une solution dite « active » qui utilise des 
capteurs et des actionneurs couplés à un système de contrôle. Selon les mesures fournies par 
le capteur, le système de contrôle, après un traitement approprié, envoie un signal à 
l’actionneur qui modifie le comportement vibratoire de la structure pour l’adapter au 
comportement requis.  

En général, les robots et les machines sont fabriqués avec des matériaux métalliques 
comme l’acier et l’aluminium. Ces métaux présentent des rigidités et des résistances élevées, 
mais ils possèdent également des masses volumiques élevées ainsi que des capacités 
d’amortissement faibles. Les composants robotiques produits avec ces métaux sont donc 
lourds et soumis à des phénomènes vibratoires, par conséquent, les performances des 
machines et robots sont limitées. Pour augmenter les performances du robot et réduire 
l’importance des erreurs, une deuxième solution dite « passive » consiste à utiliser des 
matériaux innovants possédant de bonnes rigidités, des masses volumiques faibles et des 
capacités d’amortissement élevées.  

 

Figure i.2 : Sources des erreurs de positionnement du robot PKM en fonction de la fréquence 
[Pri02]  
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 Pour améliorer les performances dynamiques des machines et des robots, les matériaux 
composites se présentent comme des solutions compétitives. Un matériau composite est 
un assemblage d'au moins deux constituants non miscibles dont les propriétés sont une 
synthèse des propriétés des constituants. Ce phénomène d’assemblage permet d'améliorer les 
propriétés du matériau vis-à-vis de certaines utilisations (légèreté, rigidité, etc.). 
Actuellement, les matériaux composites sont de plus en plus utilisés dans de nombreux 
domaines (aérospatiale, naval, automobile, génie civil, construction ferroviaire, sports et 
loisirs, etc.). Dans le domaine de la robotique et de la machinerie, l’utilisation des matériaux 
composites est encore limitée. Il existe aujourd’hui des recherches menant au remplacement 
de certaines pièces métalliques dans les machines par des pièces conçues et fabriquées en 
matériaux composites à renforts synthétiques. 

Parmi les différents types de renfort, les renforts synthétiques (fibres de carbone, fibres de 
verre, fibres d’aramide, etc.) présentent des comportements élastiques fragiles, ils possèdent 
des résistances et rigidités élevées. Toutefois, ces fibres synthétiques possèdent un faible 
facteur d’amortissement, de plus, elles sont chères et non recyclables. Dans le but de 
remplacer les fibres synthétiques, plusieurs types de renforts naturels dont des fibres végétales 
ont été étudiés : lin, chanvre, jute, sisal, coco, rectophyllum camerounaise, etc. À l’issue de 
ces recherches, on a pu constater que les fibres végétales possèdent de nombreux avantages 
tels qu’une faible densité, des propriétés spécifiques élevées, une bonne capacité 
d’amortissement, une capacité de biodégradabilité et un faible coût. Cela a conduit à une 
expansion des applications des composites à fibres végétales dans l’automobile, le sport, les 
loisirs, etc. Des recherches sur l’utilisation des composites à fibres naturelles dans les 
machines sont encore peu nombreuses. 

Dans cette thèse, l’objectif de l’étude est de reconcevoir en matériau composite à base de 
fibres végétales continues, des pièces mobiles initialement fabriquées en aluminium du 
robot parallèle 3CRS afin : 

 d’augmenter la rigidité, 

  d’alléger les masses en mouvement, 

  d’augmenter la capacité d’amortissement de la structure du robot.   
Pour atteindre ces objectifs, les travaux de la thèse sont divisés en 4 parties suivantes : 

Partie 1 : État de l’art : Dans cette partie, on présente l’état de l’art sur les robots, les 
composites et l’application des matériaux composites, ceci permet de positionner les travaux 
de la thèse dans le contexte actuel de recherche et de préparer les connaissances de base pour 
les travaux de la thèse.  

http://fr.wikipedia.org/wiki/Assemblage_m%C3%A9canique
http://fr.wikipedia.org/wiki/Miscibilit%C3%A9
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Partie 2 : Caractérisation statique et dynamique du robot parallèle 3CRS : Dans cette partie, 
les rigidités et fréquences modales du robot 3CRS initial sont déterminées par une méthode 
analytique qui est une combinaison de la méthode d’analyse de matrices structurelles avec 
l’équation de Lagrange avec des multiplicateurs. Ces résultats permettent d’identifier les 
performances du robot initial.  

Partie 3 : Conception en matériau composite du segment du bras robotique : Les segments 
des bras du robot 3CRS sont choisis pour la reconception en matériau composite. La 
conception va prendre en compte à la fois l’optimisation de la forme du segment et 
l’optimisation de la structure du matériau composite. Ces optimisations sont réalisées sous la 
condition d’une meilleure adaptation aux sollicitations sur le robot. Cette étude donnera des 
données pour la fabrication et l’évaluation du bras ou du robot dans la partie suivante.   

Partie 4 : Évaluation des performances du segment en composite et du nouveau robot : 
Dans cette partie, des analyses numériques et des essais expérimentaux sont d’abord 
effectuées sur les deux types de segment : en aluminium et en composite afin de comparer 
leurs propriétés et de valider la conception du nouveau segment. Ensuite, les comportements 
statiques et dynamiques du robot avec des segments composites sont calculés. La 
comparaison des performances entre le robot initial et le robot nouveau permet d’évaluer 
l’intérêt de l’utilisation d’un composite à base de fibres végétales dans le robot.  
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1.1. Introduction 

Le sujet de la thèse abordera plusieurs problèmes liés à l’utilisation des matériaux composites 
dans le domaine de la robotique : la caractérisation mécanique des robots, l’utilisation des 
fibres synthétiques et naturelles dans les matériaux composites, l’homogénéisation du 
matériau composite proposé, la fabrication du segment du robot 3CRS en matériau composite 
et l’amortissement du matériau et de la structure du robot. Ce chapitre présentera donc une 
bibliographie qui permet de comprendre des problématiques de robots et de matériaux 
composites et fournira également des connaissances de base pour traiter les problèmes 
rencontrés au cours de la thèse.  

1.2. Généralités sur les robots 

1.2.1. Définition 

Le robot est utilisé dans le but de se substituer à l’homme ou de collaborer avec lui pour 
effectuer certaines opérations qui exigent des efforts importants, des grandes vitesses, des 
précisons élevées et/ou plusieurs cycles. D’après l’Association Française de Normalisation 
(AFNOR), un robot est défini comme un «manipulateur commandé en position, 
reprogrammable, polyvalent, à plusieurs degrés de liberté, capable de manipuler des 
matériaux, des pièces, des outils et des dispositifs spécialisés, au cours de mouvements 
variables et programmés pour l’exécution d’une variété de tâches. Il a souvent l’apparence 
d’un ou plusieurs bras se terminant par un poignet. Son unité de commande utilise 
notamment, un dispositif de mémoire et éventuellement de perception et d’adaptation à 
l’environnement et aux circonstances. Ces machines polyvalentes sont généralement étudiées 
pour effectuer la même fonction de façon cyclique et peuvent être adaptées à d’autres 
fonctions sans modification permanente du matériel». 

1.2.2. Types de robots 

En fonction de leur morphologie, on distingue deux grandes familles de robots industriels : les 
robots sériels et les robots parallèles. 

1.2.2.1. Robot sériel 

Le robot sériel est le type le plus répandu des robots industriels actuels. Il se constitue d'une 
succession de corps rigides reliés entre eux par une articulation à un degré de liberté (une 
rotation autour d'un axe ou un mouvement de translation). Le robot Scara est un bon exemple 
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du robot sériel. Ce robot comprend trois liaisons pivots à axes parallèles avec une liaison 
prismatique. Cette architecture permet de contrôler 4 degrés de liberté de l'effecteur (Figure 
1.1).  

 
Figure 1.1 : Robot SCARA [Adept] 

Le robot sériel présente l’avantage d’un large espace de travail, mais il a deux inconvénients : 
un petit rapport de masse transportable/masse du robot et une précision faible [Mer06]. Ces 
inconvénients sont liés à l’architecture mécanique du robot. Sa disposition successive de 
segments amplifie les erreurs : une petite erreur dans le premier segment ou la première 
liaison (à cause des défauts de fabrication ou des déformations élastiques, etc.) va rapidement 
conduire à une erreur importante dans la position de l'effecteur. Dans un robot sériel, chaque 
segment doit soutenir le poids des segments qui le suivent. En supportant la charge, ils sont 
soumis à des efforts de flexion et de torsion importants, ce qui implique qu'ils doivent être très 
rigides, et deviennent ainsi donc très lourds. En conséquence, le manipulateur sériel a une 
masse élevée. Au cours de mouvements à grande vitesse, il doit supporter des forces d’inertie, 
centrifuges et de Coriolis importantes qui rendent difficile le contrôle du robot [Mer06]. Pour 
ces raisons, les robots sériels ne sont pas appropriés pour les manipulations de charges 
lourdes, à grande vitesse ou de haute précision de positionnement [Mer06].  

1.2.2.2. Robot parallèle  

Du fait des inconvénients des robots sériels, des chercheurs ont tenté de développer de 
nouvelles structures robotiques. Un robot parallèle, dont l’une des premières versions a été 
fabriquée par Gough en 1947, est défini comme un mécanisme fermé dont l'effecteur est relié 
à la base par plusieurs chaînes cinématiques indépendantes. 

D’une manière générale, les caractéristiques principales des robots parallèles sont :  

 Au moins deux chaînes soutiennent l'effecteur. 

 Le nombre d'actionneurs est égal au nombre de degrés de liberté de l’effecteur. 

 La mobilité du manipulateur est égale à zéro lorsque les actionneurs sont verrouillés. 
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Ce type de mécanisme est intéressant pour les raisons suivantes : 

 Deux chaînes cinématiques au minimum permettent de répartir la charge  

 Le nombre d'actionneurs est minimal. 

 Le nombre de capteurs nécessaires est minimal. 

 Lorsque les actionneurs sont verrouillés, le manipulateur reste dans sa position. 
En comparaison avec des robots sériels, les robots parallèles présentent des volumes de travail 
plus restreints. En revanche, ils ont des capacités de fonctionnement plus intéressantes. 
D’abord, les robots parallèles ont souvent des rapports masses transportables/masses de robots 
très élevés, en général, d’un facteur 10 au moins. Parce que ses actionneurs se situent le plus 
souvent au voisinage des points d’articulation de la base, si ce n’est sur la base elle-même, les 
segments sont donc considérablement allégés, d’autant plus que la charge appliquée est 
répartie sur chacun des bras robotiques. 

De plus, la précision et la répétabilité de robots parallèles sont meilleures. L’architecture de 
robots parallèles ne pose pas de problème d’accumulation et d’amplification des erreurs, et 
leur morphologie leur assure une rigidité remarquable même avec des structures mobiles 
allégées. Enfin, ils présentent des capacités dynamiques plus performantes, du fait que les 
actionneurs soient ramenés au voisinage de la base. Par ailleurs, la diminution de masse des 
segments diminue les effets de couplage dynamique entre les articulations. En raison de ces 
avantages, ce type de robots intéresse de plus en plus les chercheurs. À partir des années 
2000, de nombreuses recherches sur de nouveaux robots parallèles ont été menées. On peut 
trouver plusieurs exemples de conception de robots parallèles dans [Mer06]. On présente ci-
après quelques exemples de robots parallèles. Un robot parallèle très connu est le robot Delta 
qui est souvent utilisé pour l’application industrielle « pick and place ». Ce robot se constitue 
de 3 bras actionnés par des moteurs fixés à la base [Viv05]. Ce mécanisme permet au robot de 
se déplacer en translation dans trois directions. Pour augmenter sa mobilité, il y a ensuite eu 
des versions modifiées comme le robot H4, le robot PAR4 (le robot Quatro) (Figure 1.2). 

 
a) Robot Delta [WOW] 

 
b) Robot H4 [CNRS] 

 
c) Robot Quatro [Adept] 

Figure 1.2 : Robot Delta et ses versions modifiées 
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La Figure 1.3 présente un nouveau type de robot parallèle dont l’architecture est découplée 

comme un robot cartésien. Chaque bras contrôle une mobilité de la plateforme. Il existe deux 

versions de ce type de robot : le robot T3 avec 3 degrés de liberté (3 translations) et le robot 

T3R1 avec 4 degrés de liberté (3 translations et une rotation) [Riz06].  

 
Figure 1.3 : a) Robot ISOGLIDE4-T3R1     b) Robot ISOGLIDE-T3 [Riz06] 

Plusieurs applications exigent d’avoir des robots à 6 degrés de liberté tels que : machines de 
fraisage 5-axes, systèmes de positionnement, simulateurs de vol, antennes de satellites, 
dispositifs médicaux de contrôle, etc. Un robot parallèle à 6 degrés de liberté récemment 
conçu est le robot 3CPS (Figure 1.4) [Che13]. Ce robot se compose de seulement trois bras, 
moins que le nombre de bras du robot parallèle 6-DDL classique de Gough-Stewart. Cheng 
constate que cette architecture permet de simplifier considérablement l’analyse cinématique, 
l’évaluation de l’espace de travail, l’analyse statique ainsi que la commande du robot. 

 
Figure 1.4 : Robot 3CPS [Che13] 

Le robot utilisé dans notre recherche est une nouvelle architecture de robot parallèle qui a été 
conçu par B.C. Bouzgarrou [Arr11]. Ce robot comprend une plateforme et trois chaînes 
cinématiques identiques (Figure 1.5). Chaque chaîne cinématique est formée par une liaison 
prismatique motorisée et une liaison pivot motorisée. Ces deux liaisons ont le même axe de 
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travail, elles sont considérées comme une seule liaison cylindrique motorisée (notée C), 
ensuite, ce sont une liaison rotoïde passive (notée R) et une liaison sphérique passive (notée 
S). Par conséquent le robot est appelé 3CRS. Cette architecture donne l’avantage au robot de 
se déplacer selon 6 degrés de liberté avec seulement trois chaînes cinématiques. Sa conception 
en termes de l’espace de travail a été étudiée dans [Arr11] [Arr12]. Cependant, les 
comportements statiques et dynamiques du robot n’ont  pas encore été caractérisés. Une 
caractérisation des comportements statiques et dynamiques du robot 3CRS est utile pour 
optimiser ses performances et sera donc effectuée dans cette thèse.  

 
(a) 

 
(b) 

Figure 1.5 : a) Robot 3CRS   b) Graphe de structure 

1.2.3. Constitution mécanique des robots 

Un robot-manipulateur est constitué de deux sous-ensembles principaux : un (ou plusieurs) 
organe terminal et une (ou plusieurs) chaîne cinématique [Kha99]. 

Le terme organe terminal regroupe tout dispositif destiné à manipuler des objets (dispositifs 
de serrage, dispositifs magnétiques, à dépression, etc.) ou à les transformer (outils, torche de 
soudage, pistolet de peinture, etc.). Il s’agit d’une interface permettant au robot d’interagir 
avec son environnement. Un organe terminal peut être multifonctionnel, c’est-à-dire équipé de 
plusieurs dispositifs ayant des fonctionnalités différentes. Il peut aussi être monofonctionnel 
mais interchangeable. Enfin, un robot peut être multi bras, chacun des bras portant un organe 
terminal différent. Par la suite, on utilise indifféremment le terme organe terminal, 
préhenseur, outil ou effecteur pour nommer le dispositif d’interaction fixé à l’extrémité 
mobile de la structure mécanique. 

La chaîne cinématique est le squelette du robot qui relie l’effecteur avec la base fixe et a le 
rôle d’amener l’organe terminal dans une situation (position et orientation) donnée. Elle est la 
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partie la plus importante qui conditionne les performances du robot industriel. Elle est 
généralement constituée d’actionneurs, de segments et de liaisons.  

 Les actionneurs (moteurs) du robot créent des forces qui poussent le système mécanique 
du robot pour créer le mouvement de l’effecteur. Ils sont d’habitude proches de la base fixe 
afin de réduire les vibrations dans le système. Dans un mécanisme sans mobilités internes, le 
nombre des actionneurs est généralement égal au nombre de degrés de mobilité du 
mécanisme. 

 Les segments sont des corps solides ou des fluides qui supportent et transmettent des 
charges de l’effecteur au bâti. Ils doivent être suffisamment rigides. La masse du segment 
contribue à la majeure partie de la masse du robot. L’allègement des segments permet donc de 
réduire fortement la masse totale du robot. Les formes des segments sont très diverses. Ils 
sont conçus en fonction plusieurs conditions (conditions de fonctionnement, conditions de 
chargement, etc.). A l’heure actuelle, les matériaux utilisés pour les segments sont 
principalement des matériaux métalliques (acier, aluminium…) qui confèrent aux segments 
une rigidité élevée mais aussi une masse importante et une capacité d’amortissement faible. 

 Les liaisons (joints, articulations) ont le rôle de lier deux segments successifs en limitant 
le nombre de degrés de liberté (la mobilité) de l’un par rapport à l’autre. Il y a deux types de 
liaisons : des liaisons mécaniques classiques et des liaisons élastiques. Les liaisons classiques 
sont généralement à base des roulements à billes ou des paliers lisses. L’articulation élastique 
(joint flexible) est la partie d’étranglement de faible rigidité localisée d’un solide élastique 
(Figure 1.6).  

 
a) Pivot 

 
b) Cardan 

 
c) Glissière 

Figure 1.6 : Exemples de joints flexibles [Del08] 
Dans le cadre de cette thèse, on étudiera uniquement les segments du robot 3CRS, l’étude des 
liaisons et des actionneurs ne sera pas abordée.  

1.2.4. Méthode d’amélioration des performances des machines et robots 

En général, les objectifs d’amélioration des performances des machines et robots 
sont d’augmenter :  
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 la capacité de charge 

 la vitesse et l’accélération 

 l’espace de travail  

 la précision de positionnement 
Ces performances du robot sont reliées à plusieurs paramètres tels que sa structure et sa 
géométrie, les matériaux de ses composants, son système de commande, etc.  

Pour améliorer les performances du robot, les actions principales suivantes peuvent être mises 
en œuvre : 

 Optimisation de la conception et de l’architecture. 

 Optimisation de la commande  

 Diminution des vibrations 

 Allègement des composants  
La conception d’un nouveau robot dépend de plusieurs conditions telles que : l’espace de 
travail, le chargement, les degrés de liberté, etc. Comme présenté dans la section précédente, 
les robots parallèles présentent des avantages par rapport aux robots sériels en termes de 
capacité de charge, de précision et de répétabilité qui conduisent donc au développement de 
nouveaux robots parallèles.  

Des modifications de géométrie des composants permettent aussi d’améliorer les 
performances des robots. L’impact de la bonne conception d’une pièce est très important sur 
sa résistance, sa durée de vie et son utilisation en service. L’optimisation intervient de façon 
primordiale dans l’augmentation des performances et la réduction de masse des machines et 
robots entraînant ainsi de substantielles économies d’énergie [Duy96]. L’optimisation des 
structures peut être classée en trois grandes familles comme illustrées à la Figure 1.7.  

 
a) 

 
b) 

 
c) 

Figure 1.7 : Les classes de problèmes d'optimisation des structures : (a) Dimensionnement  
(b) Forme avec topologie fixée (c) Topologie variable [Duy96] 

Le dimensionnement automatique (Figure 1.7-a) des structures ne permet que de modifier la 
section droite ou l’épaisseur transversale des composants d’une structure dont la forme et la 
topologie sont fixées. L’optimisation de la forme (Figure 1.7-b) admet des changements de 
forme compatibles avec une topologie fixée au préalable. L’optimisation de forme classique 
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modifie la représentation paramétrique des frontières du domaine. Un problème 
d’optimisation de forme peut être résolu analytiquement. Il existe plusieurs méthodes 
analytiques d’optimisation de forme comme : la dérivation du premier ordre, la méthode de 
Lagrange avec multiplicateurs, la méthode de Newton, etc. [Gay12]. Enfin, l’optimisation 
topologique (Figure 1.7-c) permet de modifier plus fondamentalement la nature de la 
structure. Cette fois, la géométrie de la pièce est envisagée sans aucun a priori sur la 
connectivité des domaines ou des membres structuraux présents dans la solution. Ce problème 
est généralement formulé comme une distribution optimale de matière pour l’adapter au 
mieux à la sollicitation. Dans [Kel12], la géométrie du robot Delta a été optimisée avec des 
critères de l’espace de travail et des comportements statiques et dynamiques.  

L’amélioration des techniques de commande peut apporter une augmentation de la précision 
de positionnement. En général, les erreurs de positionnement viennent de l’assemblage et des 
déformations des composants ainsi que des liaisons sous les efforts internes et externes. Plus 
la commande prend en compte ces influences, plus la précision de positionnement du robot 
augmente. Par conséquent, il faut avoir un modèle de comportement proche de la réalité dans 
le programme de commande. Les modèles avec des composants rigides sont généralement 
utilisés grâce à leur simplicité. Néanmoins, des modèles avec des composants flexibles sont 
de plus en plus utilisés [Soo98] [Deb06] [Kil10]. 

La vibration est une source d’erreurs importante en fonctionnement des robots. Le problème 
d’amortissement des vibrations a donc un rôle essentiel. Les machines ou les robots, dont les 
vibrations sont plus amorties, ont des précisions de positionnement plus élevées et peuvent 
atteindre des vitesses de travail plus grandes. Pour réduire les vibrations, il y a généralement 
trois approches : les méthodes active, semi-active et passive. La méthode active consiste en 
l’utilisation de composants actifs tels qu’un actionneur pour générer des signaux qui 
neutralisent les vibrations. La méthode semi-active utilise des matériaux intelligents dont les 
propriétés d’amortissement peuvent être changées par une commande électronique ou par des 
effets thermiques, etc. Les deux méthodes citées ci-dessus sont compliquées dans la pratique 
et induisent souvent des coûts élevés. L’amortissement passif est basé sur la capacité 
d’amortissement de la structure elle-même. Pour augmenter l’amortissement de la structure, la 
méthode passive utilise des matériaux viscoélastiques qui dissipent plus l’énergie des 
vibrations. Cette méthode est donc plus simple et moins chère [Bil10]. 

La réduction des masses des composants permet de diminuer les forces d’inertie, d’augmenter 
la vitesse et l’accélération ainsi que la précision de positionnement. Il y a deux méthodes pour 
réduire les masses des composants : l’optimisation topologique des composants et la 
fabrication de composants à partir de matériaux légers. L’optimisation de la forme des 
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composants n’influence pas le schéma structurel et elle apporte en général les formes plus 
adaptées aux cahiers des charges. Actuellement, les machines et robots sont généralement 
fabriqués en matériaux métalliques (acier, aluminium, etc.) qui ont une masse volumique 
importante et une capacité d’amortissement faible. Il existe aujourd’hui une tendance 
d’amélioration des performances du robot consistant à remplacer ces matériaux 
conventionnels par de nouveaux matériaux (alliage, matériau hybride, composite, etc.) qui 
sont plus rigides, plus légers ou possèdent de bonne capacité d’amortissement. Parmi les 
tentatives, les matériaux composites se présentent comme des matériaux compétitifs.   

Dans le cadre de travail de cette thèse, l’architecture du robot 3CRS sera maintenue. Pour 
améliorer les performances du robot, l’approche suivante est proposée. D’abord, un modèle 
analytique du comportement du robot, qui prend en compte les flexibilités des composants, 
sera établi. Ensuite, la forme des segments des bras sera optimisée par rapport aux 
sollicitations. Enfin, un matériau composite sera utilisé pour la conception des segments des 
bras avec comme objectif l’augmentation de la capacité d’amortissement de la structure du 
robot. Le paragraphe suivant présente quelques généralités sur les matériaux composites. 

1.3. Généralités sur les composites  

1.3.1. Définition 

Au sens large, le mot « composite » signifie littéralement « constitué de deux ou plusieurs 
matériaux non miscibles». Les matériaux composites se constituent d’une ou plusieurs phases 
discontinues réparties dans une phase continue, appelée matrice. La phase discontinue est 
appelée le renfort ou matériau renforçant [Ber99]. Le renfort apporte au matériau composite 
ses performances mécaniques, alors que la matrice a pour rôle de transmettre aux fibres les 
sollicitations mécaniques extérieures et de protéger les fibres vis-à-vis des agressions 
extérieures. 

 
Figure 1.8 : Matériau composite 

Le matériau composite (ou composite) est présenté ici dans un sens plus restrictif. C’est-à-dire 
que sa matrice est une résine (polyester, époxyde, etc.) et son renfort est constitué de fibres 
synthétiques ou végétales (verre, carbone, lin, etc.). 

 

matrice 

renfort 



 
 Chapitre 1 : État de l’art 

 

25 
  

1.3.2. Fibres de renfort et composites dérivés 

1.3.2.1 Fibres synthétiques 

Il existe plusieurs types de fibres synthétiques : fibre de verre, fibre de carbone, fibre 
aramide, fibre céramique, etc. Les plus répandues sont les fibres de carbone et les fibres de 
verre. 

a. Fibres de verre [Lam88] [Gui95] 

Il existe plusieurs types de fibres de verre qui ont des compositions chimiques différentes, des 
propriétés différentes et qui sont fabriqués de façons différentes. On peut les classer dans le 
Tableau 1.1 suivant.  

Tableau 1.1 : Différents types de fibre de verres textiles (1) [Lam88] [Gui95] 

Type Indications générales 
E Bonne propriétés électriques à usages générales 

D Hautes propriétés diélectriques 

A Haute teneur en alcali (2) 

C Bonne résistance chimique 

R Haute résistance mécanique 

S Haute résistance mécanique 

AR  Résistant en milieu basique 

E-CR Pour usage en milieu acide 

(1) D’après la norme NF ISO 2078                         (2) Hydroxyde d’un métal alcalin 

Les fibres de verre E sont initialement développées pour leurs bonnes propriétés électriques 
d’isolation [Gui95]. Cependant, elles deviennent actuellement les fibres les plus utilisées sur 
le marché des fibres de renforcement en raison de leurs bonnes propriétés mécaniques et leur 
coût modéré (de 2 à 5 fois moins chères que les autres types) [Lam88].  

Les fibres de verre D sont composées essentiellement de silice et de bore, sont dotées de très 
bonnes propriétés d’isolation électrique. Elles sont développées pour les applications 
électriques à très hautes performances telles que les radômes pour les avions militaires.  

Les fibres de verre C contiennent une forte teneur de la silice (jusqu’à 65%) qui leur confère 
une meilleure tenue que les fibres de verre E dans les milieux chimiques et particulièrement 
dans les milieux acides. Elles sont utilisées comme couches de protection anticorrosion des 
pièces dans le génie chimique ou dans la fabrication des bacs d’accumulateur. 
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Les fibres de verre R ou S contiennent à hautes teneurs de la silice et de l’alumine mais pas 
d’oxyde de bore ou de métaux alcalins. L’absence de ces composants (dits fondants car ils 
diminuent la température de fusion des mélanges vitrifiables) entraîne des conditions 
d’élaboration plus difficiles et des coûts plus élevés. En comparaison avec la fibre de verre E, 
leur résistance en traction et leur module d’élasticité sont respectivement 30% et 20% plus 
élevés. Leur masse volumique est légèrement inférieure (-4%). Ils possèdent également une 
meilleure tenue en température que les fibres de verre E, ainsi qu’une meilleure résistance en 
milieux acides. Elles sont utilisées dans les industries aérospatiales, dans l’armement, dans 
des applications industrielles performantes (bouteilles de gaz comprimés, porteurs pour les 
câbles optiques, etc.) ou en remplacement de l’amiante dans les organes antifriction.  

Pour les fibres de verre AR (Alcalis résistants), leur particularité est une forte teneur en oxyde 
de zirconium (16-20%). Dans l’industrie, ces fibres sont intéressantes comme renfort de 
ciment en milieu basique. 

La différence entre les fibres de verre E-CR et les fibres de verre E est l’absence d’oxyde de 
bore qui conduit à une forte amélioration de la résistance aux acides pour les fibres de verre 
E-CR. Par contre, leurs propriétés mécaniques et leurs propriétés électriques sont 
comparables.  

Propriétés des fibres de verre 

Les fibres de verre présentent de bonnes propriétés en termes de stabilité et de résistance 
chimique et thermique. Elles ont une large gamme de tailles de fils et de nombreuses options 
de tissage permettant à l’utilisateur de choisir la meilleure association de performance de 
matériau et d’économie. Le Tableau 1.2 présente certaines propriétés des fibres de verre.  

Tableau 1.2 : Propriétés des fibres de verre [Gui95] 

Fibres 
Masse 

volumique 
 (g/cm3) 

Allongement à la 
rupture en traction 

 (%) 

Résistance en 
traction 
 (MPa) 

Module 
d’élasticité en 
traction (GPa) 

Verre E 2.54-2.61 4.6-4.8 3200-3400  72-73 

Verre D 2.14 4.5 2500 55 

Verre A 2.45 4.4 3100 71 

Verre C 2.49 4.8 3300 70.3 

Verre R 2.55 5.2 4400 86 

En observant le Tableau 1.2, on remarque que l’élongation maximum des fibres de verre à la 
rupture varie de 4,4 % à 5.2%. On trouve aussi que les fibres de verre présentent un ratio 
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élevé résistance/poids, donc elles sont intéressantes pour les applications où une résistance 
importante et un poids minimum sont nécessaires.  

Sous des influences thermiques, les fibres de verre présentent des avantages telles que : une 
résistance élevée et une stabilité de dimension. Elles sont un matériau inorganique et ne 
brûlent pas. Elles conservent environ 25 % de leur résistance initiale à 540°C. Les fibres de 
verre ont un faible coefficient d’expansion thermique qui conduit à une faible déformation 
ainsi qu’elles supportent une exposition à des températures extrêmement élevées ou basses. 

La plupart des produits chimiques ont peu ou pas d’effets sur les fibres de verre. Elles 
n’absorbent pas l’humidité et ne changent pas physiquement ou chimiquement si elles sont 
exposées à l’eau. 

b. Fibres de carbone [Dup08] 

En production industrielle, les fibres de carbone sont généralement fabriquées à partir de deux 
types de précurseurs :  

 le précurseur brai de mésophase obtenu par traitement thermique de brais (un mélange 
d’hydrocarbures issus de résidus de houille ou de pétrole) isotropes sélectionnés et purifiés 
qui permet de pré-orienter axialement sa structure. 

 le précurseur polyacrylonitrile (PAN)  
En général, la méthode de fabrication du précurseur brai est identique à celle du PAN. Elles 
ont deux principales étapes : 

 le filage et l’étirage qui ont pour but d’orienter la structure dans la direction axiale et 
d’obtenir des fibres. 

 le traitement thermique des fibres qui va conduire à l’oxydation, la carbonisation et la 
graphitisation. 
La différence dans la fabrication des deux types de précurseur est dans l’étape d’oxydation. 
Pour le PAN, l’oxydation est effectuée à la fois avec l’étirage pour conférer aux mono-
filaments une orientation axiale préférentielle. En revanche, cette structure préexiste dans le 
précurseur brai de mésophase. L’oxydation a pour fonction essentielle de faire passer la 
mésophase d’un état thermoplastique à un état infusible. Cette opération est beaucoup plus 
rapide que dans le cas du PAN. On remarque que lorsque la température de carbonisation ou 
de graphitisation croît, le module de traction des fibres augmente.  

Les fibres de carbone sont, en général, classées selon leurs propriétés mécaniques, en 
particulier les propriétés en traction. En fonction de leur module de traction, les fibres de 
carbone peuvent être classées en 5 catégories suivantes : 
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 d’usage général ou pour applications thermiques (fibres UG) : E < 200 (GPa) 

 de haute résistance (fibres HR) : 200 (GPa) < E < 250 (GPa)  

 de module intermédiaire (fibres IM) : 250(GPa) < E < 350 (GPa)  

 de haut module (fibres HM) : 350 (GPa) < E < 550 (GPa)  

 de très haut module (fibre THM) : E > 550 (GPa). 

Propriétés des fibres de carbone 

Les fibres de carbone présentent non seulement une bonne résistance et un module d’Young 
élevé, mais aussi une masse volumique faible d’environ 1.43-2 g/cm3 [Mou02]. Leurs 
résistances spécifiques et modules spécifiques sont beaucoup plus grands que ceux des 
métaux. Le Tableau 1.3 suivant présente des propriétés de certaines fibres de carbone.  

Tableau 1.3 : Propriétés de certaines fibres de carbone commercialisées [Dup08] 

Fabricant 
Nom 

commercial 
Module 
(GPa) 

Résistance à la 
rupture en traction 

(MPa) 

Allongement à 
la rupture (%) 

Kureha Chemical 
(Japon) 

Kureca T-101 33 790 - 

Kureca T-102 33 690 - 

Cytec (USA) 

Thornel P 25W 160 1400 - 

Thornel P 55S 380 1900 - 

Thornel P 75S 520 2100 - 

Toray (Asie) Soficar 
(Europe) et CFA 

(USA) 

T 300 230 3530 1.5 

T 400 H 250 4410 1.8 

T 800 H 294 5490 1.9 

M 40 392 2740 0.7 

M 46 J 436 4210 1.0 

M 50 J 475 4120 0.8 

M 55 J 540 4020 0.8 

M 60 J 588 3920 0.7 

Les propriétés de la fibre de carbone sont fortement dépendantes de sa structure notamment 
du degré de cristallinité, de l’espace inter-couche ou encore de la taille des cristallites. Un 
haut degré de cristallinité et un faible espace inter-couche conduit à une fibre de haut module. 
Les couches de carbone tendent à être parallèles à l’axe de la fibre. Il en résulte que la fibre de 
carbone a un plus haut module parallèlement que perpendiculairement à l’axe de la fibre. De 
la même manière, la conductivité thermique et électrique est plus grande dans l’axe de la 
fibre. Plus le degré d’alignement des couches de carbone est grand, plus les propriétés de la 
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fibre (la densité, le module en traction, les conductivités électrique et thermique) sont élevées 
[Gir11]. 

En général, les fibres de carbone ont aussi une bonne résistance thermique, elles peuvent 
supporter une température de plus de 2500°C dans un milieu sans l’oxygène. Leur coefficient 
de dilatation thermique est proche de zéro dans le sens longitudinal autour de la température 
ambiante. Sous l’impact d’environnement, les fibres de carbone présentent une inertie 
chimique sauf à l’oxydation [Mou02].  

Les fibres de carbone présentent une faible résistivité électrique par rapport aux fibres de 
verre, bien que leur conductivité électrique soit de deux ou trois ordres de grandeur inférieur à 
celle des métaux [Guy08].  

On trouve que les fibres synthétiques présentent de bonnes propriétés mécaniques, chimiques 
ainsi que thermiques. En particulier, les fibres de carbone ont une large gamme de module 
avec des valeurs très élevées. Pour ces raisons, elles ont été beaucoup utilisées dans les 
composites.  

c. Composites à fibres synthétiques 

Le Tableau 1.4 présente des propriétés de composites renforcés par différents types de fibres 
synthétiques : 

Tableau 1.4 : Propriétés comparées des composites unidirectionnels à base de résines 
époxydes (1) renforcées par différentes fibres [Dup08] 

Fibre 
Masse 

volumique 
(g/cm3) 

Traction 0° (2) 

Compression 0° 
(MPa) (2)  

Résistance 
(MPa) 

Module (GPa) 

Carbone (3)     

T 400 H 1.56 2450 135 1470 

T 800 H 1.56 2840 150 1570 

M 40 J 1.54 2250 215 1130 

M 60 J 1.64 1860 340 780 

Verre     

E 2.04 1400 46 910 

R 2.01 1900 52 970 

Aramide (4)     

KEV 49 1.38 1380 72 276 

Bore 2.01 1700 220 2400 
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(1) Taux volumique de fibres 60%                   (2) Dans le sens longitudinal 
(3) Fibres Torayca produites par Toray            (4) Fibres Kevlar produites par DuPont 

On voit que les composites à fibres synthétiques présentent en général de bonnes propriétés 
mécaniques telles que : des modules élevés, des résistances importantes et des masses 
volumiques faibles. En comparant les propriétés des composites synthétiques dans le Tableau 
1.4 ci-dessous, on remarque que : 

 les composites à fibres de carbone et de bore ont des résistances et modules très élevés 
comparés aux composites à fibres de verre ou d’aramide.  

 le composite à fibres de bore possède la résistance en compression la plus élevée.  
En considérant les performances spécifiques, les composites à fibres de carbone sont 
nettement les matériaux les plus performants par rapport aux autres composites.  

Sous une sollicitation de fatigue, le composite à fibres de carbone offre des capacités 
absolument excellentes. En effet, on ne constate une perte de propriétés mécaniques de 20%-
30% pour un composite à base de carbone qu’après 10 millions de cycles tandis qu’un 
composite à base de fibres de verre perd 50% de ses propriétés et un alliage d’aluminium plus 
de 70% [Dup08].  

Comme présenté ci-dessus, les fibres synthétiques comme les fibres de carbone et les fibres 
de verre présentent de bonnes résistances vis-à-vis des influences de l’environnement 
(température, humidité, milieu alcalin ou acide). Par contre, l’impact de l’environnement 
influence considérablement la résine de matrice, ce qui conduit à des diminutions de 
propriétés des composites telles que : perte de rigidité ou perte de la résistance [Gui05] 
[Dup08].   

À côté des fibres synthétiques, les fibres naturelles, en particulier les fibres végétales, 
intéressent de plus en plus des recherches sur leurs applications dans les renforts de matériaux 
composites. Donc, la section suivante présentera des généralités sur les fibres végétales et 
leurs composites. 

1.3.2.2. Fibres végétales 

a. Types de fibres végétales 

Les fibres végétales proviennent de 5 grandes origines dans les plantes [Bou11] : 

 Tige : chanvre, lin, jute, ramie, kénaf et bambou 

 Feuille : sisal et abaca  

 Graine : coton et kapok 
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 Fruit : coco 

 Racine : rhectophyllum camerounaise  
On présente ci-après les caractéristiques générales de quelques fibres végétales qui sont 
étudiées dans cette thèse. 

Lin  

Le lin appartient à la famille des linacées (Linum usitatissimum). C’est une plante annuelle 
dont la tige atteint de 0.60 à 1.20 m de hauteur pour un diamètre de 1 à 3 mm. Les fibres de 
lin sont extraites de la tige de la plante. L’avantage de cette fibre est sa longueur élevée en 
moyenne 25 mm et sa bonne résistance. En Europe, on trouve le lin en France, en Pologne, en 
Belgique et en Russie [Bal13]. 

  
Figure 1.9 : Lin et fibres de lin 

Sisal 

Le sisal (Agave sisalana) est une plante vivace constituée par une rosette de grandes feuilles à 
section triangulaire allant jusqu’à 2 m de long. Il s’agit d’une plante tropicale, principalement 
cultivée en Amérique du sud et en Afrique. La longueur moyenne de ces fibres est de 3 mm 
[CAR06].  

  
Figure 1.10 : Sisal et fibres de sisal 

Chanvre  
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Le chanvre (Cannabis sativa) est une plante libérienne, dont la hauteur varie de 1 à 3 m. Il 
présente des fibres externes longues et étroites et des fibres internes ligneuses. La longueur 
des fibres de chanvre est assez élevée en moyenne de 20 à 50 mm. Les fibres de chanvre sont 
utilisées dans les domaines du textile (tapis et vêtements), des agrotextiles (toile anti-érosion), 
de l’automobile (composite pour panneaux intérieurs), du papier (fibres de renfort) et du 
bâtiment (isolation thermique). Cultivé dans les pays à climat tempéré, on trouve le chanvre 
dans l’est de l’Europe, en France en Italie et en Chine [Bou11].  

  
Figure 1.11 : Chanvre et fibres de chanvre 

Jute 

Le jute (Corchorus) est une plante des régions tropicales appartenant à la famille des liliacées. 
La tige atteint une hauteur de 4 à 6 m avec un diamètre d’environ 3 cm. Le jute pousse 
essentiellement au Bangladesh, qui détient un quasi-monopole de son commerce. Les fibres 
de jute sont très courtes. Elles sont principalement utilisées pour des sacs de transport pour 
des produits agricoles [Bal13]. 

  
Figure 1.12 : Jute et fibres de jute 

Rhectophyllum camerounaise (RC) 

Le RC est une plante de la famille Aracea qui a été identifié en 1981 par le botaniste Colette 
Ntépé-Nyamè. Il se trouve dans les forêts du sud du Cameroun, du Nigeria et du Gabon. Sa 
hauteur peut atteindre 50 cm. Les fibres de RC sont extraites de ses racines verticales longues. 
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Elles sont traditionnellement utilisées pour fabriquer des cordes, des paniers et des filets de 
pêche [Bea08]. 

  
Figure 1.13 : Le rhectophyllum camerounaise et ses fibres 

b. Propriétés des fibres végétales 

Les fibres végétales sont des produits naturels. Leurs propriétés sont très influencées par les 
facteurs naturels tels que le climat, les propriétés du sol, la luminosité, la précipitation, etc. 
Pour obtenir des fibres végétales, il faut les extraire de la biomasse. Les méthodes 
d’extraction influencent aussi aux propriétés des fibres obtenues.  

  

Figure 1.14 : Des échelles différentes de la structure de fibres de lin [Cha06] 
Des observations à l’échelle microscopique ou nanoscopique ont été effectuées pour mieux 
comprendre la structure de la fibre. D’après les observations microscopiques, on constate une 
irrégularité de section le long d’une fibre naturelle, qui cause des propriétés mécaniques 
hétérogènes suivant la longueur de la fibre. À l’échelle nanoscopique, une seule fibre naturelle 
est elle-même un type de matériau composite naturel. Chaque fibre contient une paroi 
cellulaire primaire et une paroi secondaire. Les parois sont constituées des microfibrilles de 
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cellulose et d'une matrice amorphe de lignines, de hémicelluloses et de pectines. La paroi 
primaire est fine, relativement pauvre en cellulose et présente des microfibrilles sans 
orientation préférentielle. Au contraire, on observe que dans la paroi secondaire, ses 
microfibrilles de cellulose s’enroulent en spirale dans la matrice en un angle. Cet angle est 
différent pour chaque type de fibre végétale [Bal02] [Cha06] [Cha07] [Cha09] [Nte11]. La 
paroi secondaire est constituée de trois sous-couches qui diffèrent principalement par leur 
composition chimique et par l’orientation de leurs microfibrilles de cellulose [Lau06]. La 
Figure 1.14 présente des échelles différentes de la structure de fibres de lin. 

Les fibres végétales présentent des masses volumiques faibles et de bonnes propriétés 
mécaniques (Tableau 1.5). Leurs masses volumiques sont plus faibles que celles des fibres de 
verre et des fibres de carbone. Cet avantage conduit à des propriétés spécifiques importantes 
des fibres végétales.  

Tableau 1.5 : Propriétés mécaniques de certaines fibres végétales 
[Bal13][Bea08][Far12][Bou11] 

Fibres 
Masse volumique 

 (g/cm3) 

Allongement à la 
rupture en 

traction (%) 

Contrainte à la 
rupture en 

traction (MPa) 

Module 
d’élasticité en 
traction (GPa) 

Lin  1.4-1.5 1-4 600-2000 12-85 

Ramie 1.56 1.2-3.8 400-938 61.4-128 
Chanvre 1.07 1.6 389 35 

Jute 1.44 1.5-1.8 393-773 26.5 

Sisal 1.45 3-7 350-700 9-21 

Noix de coco 1.15 15-40 131-175 4-6 
Coton 1.5-1.6 7-8 287-597 5.5-12.6 

Bambou 0.6-1.1 - 140-230 11-17 

Kénaf - 1.6 930 53 
Rhectophyllum 0.947 27.5 557 5.8 

La Figure 1.15 présente une courbe de comportement de la fibre de lin. On constate que le 
module d’Young longitudinal de la fibre augmente avec l’augmentation de chargement. Ce 
comportement peut être expliqué par le glissement des microfibrilles qui se réorientent 
suivant l’axe longitudinal de la fibre [Bal02] [Cha06]. Son comportement mécanique n’est 
pas linéaire, une partie non-linéaire se trouve dans la zone de petite déformation.  
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Figure 1.15 : Courbe de comportement de la fibre de lin Hermès [Cha06] 

Sous une charge de fatigue, le module d’Young de la fibre augmente entre le premier et le 
dernier cycle. Ce phénomène s’explique par la réorganisation dans sa structure, les 
microfibrilles de la fibre, initialement inclinées d’un certain angle avec l’axe de la fibre, se 
réorientent vers cet axe [Bea08] [Bal02].  

Dans des conditions habituelles de stockage, les parois des fibres végétales contiennent une 
fraction d’eau absorbée (7-15% en masse). L’eau est un plastifiant des parois cellulaires et 
donc de ce fait, une variation de la fraction d’eau absorbée influence les propriétés 
mécaniques des fibres telles que leur résistance. Une variation de la fraction d’eau entraîne 
aussi une légère variation de section (retrait, gonflement) [Bal05]. Les fibres végétales 
présentent de mauvaises résistances aux sollicitations thermiques. En général, les fibres de 
cellulose sont décomposées à partir d’environ 200°C [Sum10], bien que ce comportement soit 
une fonction de la température et du temps. Le Tableau 1.6 présente des diminutions de la 
résistance des fibres de lin sous l’effet thermique.  

Tableau 1.6 : Dégradation thermique de la résistance de la fibre de lin [Sum10] 

Température (°C)  Durée t (minutes) Diminution de la 
résistance (%) 

Référence 

170 120 0 [Gas01] 

180 60 24 [Wie99] 

200 30 36 [Wie99] 

200 60 47 [Koh94] 

220 60 62 [Wie99] 

c. Composites à fibres végétales 

Plusieurs types de composites à renfort végétal ont été étudiés par des chercheurs [Hei96] 
[Li00] [Tou11] [Kha12] [Hos13] [Mah14]. Le Tableau 1.7 suivant présente les propriétés de 
quelques composites à renfort végétal.  
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Tableau 1.7 : Propriétés des composites unidirectionnels (UD) à renfort végétal 

Matériau 
Masse 

volumique 
(g/cm3) 

Module 
d’Young en 

traction 
(GPa) 

Résistance 
en traction 

(MPa) 
Référence 

Lin/époxy (UD, Vf=50%) 1.35 24 325 [Hei96] 

Bamboo/époxy (Vf=65%) 1.16-1.25 3-15 87-165 [Kha12] 

Kénaf/époxy (UD, Vf=40%) 1.117 18.2 164 [Mah14] 

Jute/vinylester (UD, Vf=25%) - 14.6 113 [Hos13] 

Sisal/polyester (UD, Vf=50%) 0.99 1.2 30 [Li00] 

Chanvre/époxy (UD, Vf=32%) - 12.7 106 [Tou11] 

On voit que les composites à fibres végétales présentent des masses volumiques faibles, de 
bonnes résistances et des modules d’élasticité modérés en comparaison avec les métaux ou les 
composites à fibres synthétiques. À même taux volumique, la rigidité spécifique du composite 
à renfort de lin présente une valeur comparable à celle d’un composite renforcé par des fibres 
de verre [Bre06] [Sat12] (Figure 1.16). 

 
Figure 1.16 : Comparaison des propriétés spécifiques des composites renforcés par des fibres 

de lin et des fibres de verre [Bre06] 
Comme le comportement des fibres végétales, le phénomène d’augmentation des modules et 
des résistances sous les sollicitations de fatigue existe aussi dans les composites à fibres 
végétales [Bal02] [Lia12], ce qui conduit donc une stabilité de la rigidité sous les chargements 
de fatigue des structures en composites à fibres végétales.  

Malgré certains avantages, les composites à fibres végétales présentent des inconvénients 
comme la faible stabilité thermique et la faible résistance à l'humidité. Pour ces raisons, 
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l’utilisation de composites à fibres végétales est encore limitée [Dit12]. L'absorption 
d'humidité élevée de fibres végétales conduit à un gonflement et la présence de vides à 
l'interface entre la fibre et la matrice. Ce qui conduit à des mauvaises propriétés mécaniques 
des matériaux composites. Pour réduire la capacité d’absorption d’humidité des fibres, des 
mesures variées ont été étudiées comme le traitement de fibres (traitement chimique, 
traitement de Duralin), la modification de la matrice, etc. [Dit12]. En général, les composites 
à matrice polymère peuvent perdre de la résistance et de la rigidité à des températures élevées 
[Dit12]. Ce phénomène peut être amplifié dans le cas des composites de renforts végétaux. Ce 
problème exige donc un bon choix du matériau de matrice pour avoir un bon revêtement.  

Un autre inconvénient des composites à fibres végétales est leur mauvaise compatibilité entre 
les fibres et les matrices polymères. La plupart des polymères thermoplastiques sont les 
substances non-polaires qui ne sont pas compatibles avec des fibres végétales polaires. De 
nombreux chercheurs ont développé des traitements pour modifier la propriété d’interface 
entre des fibres et la matrice afin d’améliorer leur adhérence. Plusieurs méthodes sont 
utilisées comme les traitements de fibres (alcali, ultrason, vieillissement ultraviolet…), 
l’utilisation d’agents de couplage ou l’ajout d’additifs [Dit12]. 

1.3.3. Architecture des matériaux composites 

La structure des matériaux composites est très variée. Les renforts peuvent être sous forme de 
mâts, de fibres courtes, de fibres longues ou de tissés. Les fibres peuvent être disposées en 
uni-direction, multi-directions ou aléatoire.  

Pour les structures plus complexes, les composites sont composés de plusieurs couches 
différentes. On aborde ici deux groupes principaux de structures composites : stratifiés et 
composites sandwiches 

1.3.3.1. Les stratifiés 

Les stratifiés sont constitués de couches composites successives appelées plis. Ces plis 
composites peuvent être de même renfort et orientés dans des directions différentes, ou de 
renforts différents dans le cas d’un stratifié hybride.    
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Figure 1.17 : Exemples de stratifiés [Gen11] 

En général, le renfort de chaque pli du stratifié se caractérise par sa nature (carbone, lin, verre, 
etc.) et sa présentation (fils, mat, tissu). Les architectures de stratifiés en termes de disposition 
des couches sont aussi très variées (orientation des renforts, empilement symétrique ou 
antisymétrique, répétition de séquence, etc.). Le choix de renfort et d’architecture du stratifié 
dépendra donc de l’utilisation du matériau composite en l’adaptant au mieux au champ des 
contraintes imposé [Ber99] : 

 Les couches unidirectionnelles ont de bonnes performances mécaniques dans la 
direction des fibres. 

 Les mats sont peu résistants en traction et devront être réservés aux zones comprimées. 

 Une stratification croisée sera sensible au délaminage inter laminaire. 

 Une stratification avec moins trois directions de fibres sera nécessaire pour avoir un 
pseudo-isotropie dans le plan du stratifié. 
Les stratifiés hybrides permettent d’avoir de meilleures performances en utilisant au mieux les 
propriétés des diverses fibres disponibles. Parmi les différents hybrides, on peut distinguer : 

 Des hybrides inter-plis, constitués d’une suite de couches, chacune de renfort différent. 

 Des hybrides intra-couches, constitués par une séquence de couches. Dans une couche, 
des fibres différentes sont combinées, par exemple, par le tissage, pour former le renfort de la 
couche.  

1.3.3.2. Composites sandwiches 

Le principe de la technique sandwich consiste à appliquer sur une âme (constituée d’un 
matériau ou d’une structure légère possédant de bonnes propriétés en compression) deux 
peaux (possédant de bonnes caractéristiques en traction). L’objectif d’un tel procédé est de 
constituer une structure permettant de concilier légèreté et rigidité. Il faut que l’épaisseur de 
l’âme soit très élevée par rapport à celle des peaux. 

Généralement, le choix de matériaux est fait afin d’avoir une masse minimale en tenant 
compte ensuite des conditions d’utilisation (conditions thermiques, corrosion, prix, etc.). 
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Les types d’âmes sont : âmes pleines (en bois cellulaire, diverses mousses cellulaires, 
mousses syntactiques, etc.) âmes creuses (alliages métalliques légers, papier kraft, papier 
polyamide, etc.), âmes mixtes. Les peaux sont le plus souvent des stratifiés (verre, carbone, 
kevlar, etc.) ou des feuilles en alliages légers [Ber99]. 

 

Figure 1.18 : Matériau sandwich 
Pour que les structures sandwiches jouent pleinement leur rôle, il est nécessaire de veiller à 
avoir une solidarisation parfaite de l’ensemble âme-peaux, de manière à répartir les efforts 
entre âme et peaux. L’assemblage est réalisé par un collage à l’aide de résines compatibles 
avec les matériaux en présence. 

1.3.4. Homogénéisation du composite  

Pour prévoir les propriétés des composites, des méthodes numériques et analytiques sont 
généralement utilisées. La méthode numérique consiste en un modèle des éléments finis 
(MEF), dans lequel la structure du composite est modélisée et les propriétés des composants 
sont insérées. Un MEF plus proche de la structure du composite réel permet de calculer plus 
précisément les propriétés du composite, mais le modèle sera plus compliqué et le coût de 
calcul sera élevé. Une méthode simplifiée est de modéliser un volume élémentaire 
représentatif (Figure 1.19) au lieu d’une structure complète, cette méthode présente 
certainement un coût de calcul plus faible. 

 

Figure 1.19 : Un volume élémentaire représentatif (VER) d'un composite 3-D [Hal13-2] 
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L’homogénéisation analytique d’un matériau composite de structure complexe (composite à 
renfort tissé 2D, 3D, composite à renfort multidirectionnel) comprend généralement deux 
échelles : microscopique et macroscopique. 

 À l’échelle microscopique, les sous-structures sont des composites unidirectionnels ou 
des résines pures.  

 À l’échelle macroscopique, le composite est composé de phases homogènes différentes. 
Des méthodes d’homogénéisation (basées sur la théorie des stratifiés, l’hypothèse d’iso-
déformation, l’hypothèse d’iso-contrainte, le mélange iso-déformation/iso-contrainte, etc.) 
sont utilisées pour assembler les différents sous-volumes, ou couches afin de prédire la 
matrice de rigidité globale du matériau [Hal13]. 

1.3.4.1. Homogénéisation d’un composite unidirectionnel 

Pour calculer des propriétés du composite unidirectionnel, il existe plusieurs modèles tels 
que : la loi des mélanges [Ber99], le modèle d’Halpin-Tsai [Hal76], le modèle de Chamis 
[Cha84], le modèle de Christensen [Chr90], etc. Ces modèles utilisent une formule similaire à 
la loi des mélanges pour la détermination du module d’Young longitudinal. La formule, 
adoptée dans ces modèles, est : 

 11 11 (1 )UD f m
f fE V E V E(1 )UD f m
f f11f f11 (1 )f f(1 )E V E V E(1 )E V E V E(1 )UD fE V E V EUD f
f fE V E V Ef f11f f11E V E V E11f f11 (1 )f f(1 )E V E V E(1 )f f(1 )   (1.1) 

Younes et al. ont comparé des propriétés mécaniques calculées par des modèles analytiques 
avec des résultats expérimentaux [You12]. Chaque modèle présente des avantages et des 
inconvénients, en général, les modules d’Young longitudinaux sont identiques, mais les autres 
valeurs (module transversal, module de cisaillement, etc.) sont assez variées. Le choix du 
modèle dépend donc des matériaux utilisés et des propriétés qu’on souhaite déterminer avec 
précision.  

1.3.4.2. Homogénéisation à l’échelle macroscopique 

Il y a trois méthodes principales pour homogénéiser un composite à l’échelle macroscopique 
qui sont la théorie des stratifiés, le modèle d’iso-déformation (modèle parallèle ou modèle de 
Voigt) et le modèle iso-contrainte (modèle sériel ou modèle de Reuss).  

Théorie classique des stratifiés 

La théorie classique des stratifiés [Ber99] est généralement utilisée pour des plaques ou 
coques minces, formées d’une combinaison de plis. L’épaisseur de la plaque est beaucoup 
plus petite par rapport aux autres dimensions. La déformation dans la structure est considérée 
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faible et chaque pli obéit à la loi de Hooke. La Figure 1.20 présente le schéma de calcul pour 
la théorie classique des stratifiés.  

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Figure 1.20 : a) État de contrainte d'un élément      b) Système de coordonnées et efforts 
généralisés dans un stratifié      c) Géométrie et empilement des couches 

Cette théorie utilise des hypothèses négligeant la déformation dans la direction d’épaisseur εz 
et les déformations de cisaillement transverse γxz, γyz (Figure 1.20-a). Les déformations dans le 
plan sont supposées varier selon des fonctions linéaires de la distance z par rapport à la 
surface au milieu du stratifié (Figure 1.20-c). La relation entre les contraintes et les 
déformations dans chaque pli est supposé suivre la loi de Hooke.  

Si on intègre les contraintes sur l’épaisseur du stratifié, on obtient la loi de comportement 
généralisé du composite sous la forme :  

 
0N A B

M B D K
N A B 0N A BN A BN A B
M B DM B DM B DM B DM B DM B D KKK

  (1.2)  

Où N et M sont les efforts et les moments généralisés, ε0 et K sont les déformations de 
membrane et les courbures. Les matrices [A], [B] et [D] sont déterminés en fonction des 
termes des matrices de rigidité et des épaisseurs des plis du stratifié.  

Cette méthode ne permet pas déterminer tous les composants de la matrice de rigidité en 3D, 
elle est souvent utilisée pour calculer des propriétés du composite dans le plan.  

Modèle de Voigt (modèle parallèle ou modèle d’iso-déformation) 

Ce modèle de calcul se base sur l’hypothèse d’iso-déformation [Hal13]. C’est-à-dire pour un 
composite composé de plusieurs couches disposées en parallèle, les déformations des couches 
sur leurs bords sont considérées égales. Donc, la contrainte appliquée sur le composite est la 
somme des contraintes appliquées sur les couches. La matrice de rigidité du composite 
d’homogénéisation est donc calculée ainsi : 
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1   (1.3) 

n : nombre des couches en parallèle. 

Vi : volume de la couche i 

V : volume du composite d’ensemble 

Modèle de Reuss (modèle sériel ou modèle d’iso-contrainte) 

Le principe du modèle de Reuss se base sur l’hypothèse d’iso-contrainte [Hal13]. Dans ce 
modèle, les couches constituant le composite se disposent en série, les contraintes aux 
sections d’interaction sont supposées égales. Et la déformation de la structure totale est la 
somme des déformations des plis. À partir de ces relations, la matrice de rigidité du stratifié 
est donc calculée en fonction des matrices de rigidité des plis : 

 

1

1 1

n

i i
i

V C
C

V
1 i

V
i 1

n

i iV Ci iV Ci i
1

1   (1.4) 

n : nombre de couches disposés en série.  

Vi : volume de la couche i 

V : volume du composite d’ensemble 

Des chercheurs ont développé d’autres méthodes en se basant sur les méthodes décrites ci-
dessus pour calculer les propriétés du composite. Ichikawa et Chou ont proposé trois modèles 
de base pour la modélisation des propriétés élastiques des composites textiles. Ces modèles 
sont : le modèle « mosaïque » [Ishi82], le modèle des fibres ondulatoires [Ishi82-2] et modèle 
« pontage» [Ishi82-2]. Ils reposent sur la théorie des stratifiés. Chaque volume élémentaire 
représentatif (VER) du composite est divisé en mèches considérées comme des composites 
UD, puis le VER est traité comme étant un stratifié en utilisant la théorie de stratifiés.  

P. Tan et al. ont proposé une méthode se basant sur le modèle iso-contrainte pour prévoir les 
propriétés mécaniques d’un composite 3D [Tan98] [Tan00]. Dans cette méthode, pour 
homogénéiser un VER 3D (Figure 1.19), les auteurs ont appliqué le modèle iso-contrainte en 
fonction des ordres différents des directions x, y, z. Les modèles ont été ensuite comparés et 
validés avec des résultats numériques de la méthode des éléments finis.  

Hallal et al. ont développé une méthode analytique, appelée la méthode 3SHM (3 stage 
homogenisation method), pour calculer des propriétés mécaniques du composite à renfort 
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tissé [Hal10] [Hal12] [Neh11]. Cette méthode est une combinaison du modèle iso-
déformation et du modèle iso-contrainte. 

Un modèle d’homogénisation permet de déterminer des propriétés du composite en fonction 
de sa structure. Pour cette raison, il est souvent utilisé ensuite pour optimiser la structure du 
matériau composite.  

1.3.5. Optimisation de la structure du matériau composite 

Beaucoup de facteurs influencent les propriétés du matériau composite comme : la 
microstructure interne, le procédé de fabrication, le régime thermique de traitement, etc. Le 
problème d’optimisation des propriétés du composite est généralement résolu en utilisant un 
modèle approximatif du comportement. Les valeurs calculées par le modèle d’optimisation 
peuvent être : la rigidité, la résistance, le coût, le poids et l’amortissement. Le résultat 
d’optimisation peut être la structure composite ou le procédé de fabrication pour maximiser 
ou minimiser un ou plusieurs valeurs entre les valeurs calculées, en général, en adaptant des 
conditions de contraintes. La précision du résultat d’optimisation dépend donc fortement du 
modèle utilisé et du procédé d’optimisation.  

L’optimisation ne peut pas remplacer la conception expérimentale parce qu’elle ne peut pas 
couvrir tous les aspects et les conditions [You07]. Cependant, l’optimisation de la structure du 
composite est utile dans la conception de la structure complexe puisqu’elle permet de réduire 
considérablement le temps et le coût de fabrication. Dans l’optimisation de la structure en 
composite, un modèle analytique d’homogénéisation est généralement utilisé.  

Pour une application dans le domaine aérospatial, avec l’objectif de diminution du poids pour 
« voler plus rapidement » [Thu97], un organe de couplage utilisé dans un avion a été étudié. 
Le matériau d’utilisation est un stratifié constitué de composite à tissé de carbone et de 
composite UD à fibre de carbone. La méthode d’optimisation est la méthode des éléments 
finis combinée avec un outil d’optimisation. Le critère de résistance Tsai-Hill a été utilisé 
dans le calcul. Le résultat a montré une diminution de 43% de la masse de l’organe de 
structure composite optimale par rapport celle de l’organe en aluminium.  

Dans [Duv01], Duvaut et al. ont proposé une méthode analytique d’optimisation du matériau 
composite appliquée aux plaques de Kirchhoff–Love. D’après l’étude, cette méthode optimise 
le taux volumique des fibres et les orientations des fibres suivant le chargement auquel est 
soumise la structure. Bakar et al. ont présenté une optimisation du motif de tissage pour 
obtenir la meilleure rigidité du composite à renfort tissé [Bak13]. La méthode d’optimisation 
utilise un modèle éléments finis d’un volume représentatif du composite.  
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Niu et al. ont utilisé la méthode d’optimisation de matériau discret [Niu10] pour chercher la 
structure optimale en termes d’orientations et de séquence d’empilement des plis d’une plaque 
stratifiée composite utilisé pour la minimisation de la radiation sonore. La structure d’un 
matériau composite hybride utilisé dans un arbre tubulaire a été optimisée [Mon13]. La 
rigidité et la résistance en torsion et en flexion sont les valeurs d’intérêt. Une approche 
analytique a été utilisée pour résoudre le problème d’optimisation. 

1.3.6. Mise en œuvre des composites 

Pour la fabrication des composites, il existe plusieurs méthodes. On en présente ici quelques 
unes avec leurs principes, tirées de [CAR06] [Dec05] [Ac-ni] [Ber99]. Ces méthodes sont 
généralement faciles à exécuter et demandent un coût d’investissement faible en matériels.  

1.3.6.1. Moulage au contact 

C’est la méthode la plus simple qui demande le moins d’équipements. On utilise des moules 
en bois vernis, en métal, etc., sur lesquels on dépose successivement : un agent de démoulage, 
une couche de surface (optionnelle) et des couches successives de renforts imprégnés au 
rouleau d’une résine polymérisant à l’ambiante. 

 
Figure 1.21 : Moulage au contact [Dec05] 

1.3.6.2. Moulage par projection 

Dans cette méthode, la résine et les fibres de renfort coupées sont projetées simultanément au 
moyen d’un pistolet sur une forme.  
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Figure 1.22 : Méthode de projection simultanée [Dec05] 

1.3.6.3. Moulage par compression 

Le moulage par compression est l’un des procédés les plus économiques pour la production 
de grandes séries de pièces de petites et de moyennes dimensions. Dans ce procédé, on place 
une préforme de compound de moulage (résine, renfort, catalyseur et additifs déjà 
prémélangés dans des proportions optimales) dans la cavité d’un moule chauffé, et ensuite on 
la presse aux dimensions finales. On utilise des pressions qui vont de 0.5 à 15 MPa.  

 
Figure 1.23 : Méthode de moulage par compression [Ac-ni] 

1.3.6.4. Moulage sous vide 

Les renforts fibreux sont placés à sec sur un film démoulant qui épouse les formes du moule. 
Une membrane souple joue le rôle de contre-moule et assure l’étanchéité. Le vide créé permet 
à la résine de se diffuser dans les renforts fibreux et cavités. Cette méthode pourrait être 
combinée avec un système de chauffage qui servirait à polymériser la résine. Aux conditions 
ambiantes, la pression qui fait couler la résine est égale à la pression atmosphérique de 1 atm. 
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Figure 1.24 : Méthode du moulage sous vide [Ac-ni] 

1.3.6.5. Moulage par transfert de résine (RTM- Resin Transfert Molding) 

Le moulage par transfert de résine consiste à imprégner un renfort placé à l’intérieur d’un 
ensemble moule et contre-moule très rigide et fermé. L’alimentation des résines est réalisée 
par le vide ou par l’injection de la résine. Cette méthode permet d’atteindre des taux 
volumiques élevés des fibres, d’où l’obtention de pièces à caractéristiques mécaniques 
élevées. Ce procédé de moulage convient à la réalisation de pièces profondes et de formes 
complexes. 

 

Figure 1.25 : Principe du moulage par injection de résine [Dec05] 

1.4. Amortissement de la structure et du matériau 

Pour un système mécanique constitué d’éléments viscoélastiques linéaires, l’amortissement de 
la structure peut être défini par de trois façons : 

 Premièrement, comme le rapport entre l’énergie dissipée et l’énergie élastique stockée 
dans le matériau ou dans la structure dans un cycle de sollicitation dynamique. Cette 
définition a été présentée la première fois en 1962 par Kerwin et Ungar [Ung62]. Donc, 
l’amortissement d’une structure est déterminé par l’équation :  
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Où  ηi est le facteur d’amortissement de l’élément i.  

Ui est l’énergie stocké dans l’élément i. 

Cette définition a été largement utilisée dans les méthodes analytiques pour déterminer des 
propriétés des composites [Ber04] [Ber06] [Ber07] [Ber08] [Mah08] [Sef06] [Suz03].  

Cette équation est aussi appliquée dans l’analyse numérique en combinaison avec la méthode 
des éléments finis pour analyser des structures complexes. Cette méthode est appelée 
« approche de l’énergie de déformation modale ». Dans cette méthode, à chaque mode de 
vibration, on détermine l’énergie stockée dans chaque élément en fonction de ses contraintes 
et déformations et l’énergie dissipée est déterminée par la multiplication entre l’énergie de 
stockage avec les facteurs d’amortissement du matériau de l’élément. Cette méthode est 
utilisée dans plusieurs recherches pour déterminer le coefficient d’amortissement et/ou 
optimiser la structure du composite [Zha06] [Mao11] [Sar00].  

 Deuxièmement, comme le rapport entre la partie imaginaire et la partie réelle du module 
dynamique du matériau ou de la structure. Donc, le facteur d’amortissement de la structure 
peut être calculé par la formule : 

 "
'

E
E '
E
E

  (1.6) 

Ou  E ’’est la partie imaginaire du module dynamique du matériau ou de la structure.  

 E’ est la partie réelle du module dynamique du matériau ou de la structure.  

En combinant avec le principe de correspondance qui dit qu’un problème statique linéaire 
élastique peut être converti en un problème dynamique linéaire viscoélastique en remplaçant 
le module élastique par le module complexe, cette définition est utilisée dans plusieurs 
méthodes analytiques pour déterminer les facteurs d’amortissement des matériaux composites 
[Has70] [Pax75]. Sun et al. ont utilisé ce principe avec la théorie des stratifiés pour 
déterminer l’amortissement de composites multicouches [Sun87]. 

 Troisième façon, comme la tangente de l’angle de déphasage entre l’effort d’excitation 

et la déformation. Sous sollicitation 0 sin ωtt ωtt 0 sin ωt , la réponse en déformation est de la 

forme 0 sin ωt δtt sin ωt δ0 sin ωt δ  et on a : 

 tantan   (1.7) 
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Cette définition est généralement utilisée dans les machines de mesure (rhéomètre). Grâce aux 
capteurs de force et capteurs de déformation, les rhéomètres peuvent déterminer le déphasage 
entre deux signaux et déduire l’angle de déphasage qui identifie le facteur d’amortissement de 
la structure [ARES].   

Il y a deux types d’amortissement de structure : l’amortissement du matériau et 
l’amortissement du système. L’amortissement du matériau ne dépend que des propriétés 
mécaniques du matériau tandis que l’amortissement du système dépend également de 
l’amortissement au niveau du support, des liaisons, des interfaces, des encastrements, etc. Ici, 
on s’intéresse uniquement à l’amélioration de la capacité d’amortissement de la structure au 
niveau du matériau. Plusieurs matériaux polymères (plastiques, caoutchouc, silicones, adhésif, 
époxy, etc.) présentent de bonnes capacités d’amortissement grâce à leur comportement 
viscoélastique. Les composites présentent aussi de bonnes propriétés d’amortissement qui 
proviennent de la capacité d’amortissement de matrice et/ou bien de renfort, de 
l’amortissement thermoélastique du flux de chaleur circulant de la région en contrainte de 
compression vers la région en contrainte de traction, du frottement de glissement aux 
interfaces fibre/matrice pas bien adhérées,  la dissipation survenant sur les sites de fissures ou 
de délaminage [Gib92].  

Actuellement, les matériaux de base de la structure sont en général en métaux conventionnels 
(acier et aluminium). Un traitement de surface des structures en utilisant les matériaux 
viscoélastiques permet aussi d’améliorer la capacité d’amortissement de la structure [Rao03] 
[Ghi13]. Récemment, la tendance à remplacer les matériaux métalliques par des composites 
est en progression, particulièrement dans l’industrie automobile et aéronautique. Les 
composites ont été utilisés pour les portes, le bac de stockage, etc. de la voiture.  

La détermination expérimentale du facteur d’amortissement d’un matériau ou d’une structure 
est un problème compliqué. Plusieurs facteurs influencent la précision de l’essai de mesure 
comme : l’aérodynamique exercée sur l’éprouvette, l’onde acoustique dans l’ambiance, le 
frottement au niveau du support d’encastrement, le poids de l’accéléromètre attaché. 
L’amortissement de l’air influence fortement les essais de flexion. Particulièrement, 
l’amortissement de l’air n’est pas linéaire, il augmente avec l’augmentation de l’amplitude de 
vibration. Le frottement au niveau du support peut aussi dissiper l’énergie de vibration. En 
plus, la rigidité du support doit être suffisamment plus grande que la rigidité de l’éprouvette 
pour que la déformation mesurée s’exerce en majorité dans l’éprouvette. Sinon toutes les deux 
valeurs de module et d’amortissement ne seront pas correctes. Pour cette raison, les machines 
de mesure sont généralement développées pour caractériser les matériaux de rigidité faible et 
ne sont pas adaptées pour les éprouvettes de rigidité élevée [Gib92]. Donc, le résultat 
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expérimental est souvent plus grand que l’amortissement véritable du matériau ou de la 
structure. Pour obtenir la bonne valeur d’amortissement d’une éprouvette ou d’une structure, 
il faut donc limiter au maximum les influences extérieures.  

Pour déterminer expérimentalement l’amortissement du matériau, comme mentionné 
antérieurement, on peut utiliser le rhéomètre et faire des essais dynamiques sur des 
éprouvettes du matériau. Pour une structure ou la taille de la structure dépasse la limite de la 
machine de mesure, le rhéomètre n’est plus adapté. Dans ce cas, il existe deux méthodes 
principales de détermination de l’amortissement comme : la méthode du décrément 
logarithmique et la méthode de bande passante.  

Dans la méthode du décrément logarithmique, la réponse de structure sous une force libre est 
tracée en fonction du temps (Figure 1.26), le décrément logarithmique est déterminé par la 
formule : 

 1 ln( )o

n

x
n x
1 ln( )ln( )ln( )oln( )xln( )xln( )   (1.8) 

Où : xo : amplitude du cycle 0. xn : amplitude du cycle n 

 

Figure 1.26 : Décroissance de la réponse de la structure 
Sous l’hypothèse que l’amortissement est faible, le facteur d’amortissement est approché par 
l’équation :  

   (1.9) 

La méthode de bande passante utilise la courbe de réponse en fréquence (Figure 1.27). Le 
facteur d’amortissement est déterminé par :  

 2 1

r rr r

2 12 12 12 12 12 12 1   
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où : ωr : fréquence de résonance. ω1 et ω2 : fréquences correspondant aux points de demi-
puissances autour de la fréquence de résonance considérée.   

 

Figure 1.27 : Méthode de bande passante  

1.5. Application des matériaux composites dans les machines et 
robots 

Actuellement, les robots sont généralement fabriqués à partir de matériaux métalliques (acier 
ou aluminium) qui présentent des rigidités élevées, mais leurs masses volumiques sont 
importantes et leurs capacités d’amortissement sont assez faibles. Ces inconvénients limitent 
les performances des machines et robots en termes d’accélération, vitesse et précision. Les 
matériaux composites présentent l’avantage de combiner des matériaux différents pour 
s’adapter aux nombreuses exigences telles que : masse volumique faible, résistances et 
rigidités élevées, bonne capacité d’amortissement, etc. Ces matériaux sont déjà beaucoup 
utilisés dans plusieurs domaines comme : l’industrie automobile, l’aérospatiale, etc. Il y a en 
ce moment une tendance à utiliser des composites dans les machines et robots. 

En 1987, Asada et al. [Asa87] ont développé un bras robotique en matériau composite à fibre 
de carbone. La forme du bras est un cylindrique creux. C’est la première tentative d’utilisation 
de matériau composite dans les robots. Lee et al. ont utilisé le composite à fibres de carbone 
pour concevoir un bras robotique [Lee91]. La séquence d’empilement du composite a été 
optimisée. D’après les résultats de l’étude, la rigidité statique, la fréquence naturelle et  la 
masse du bras composite ont été considérablement améliorées par rapport au bras en 
aluminium. Cette étude est considérée comme étant la première conception en matériau 
composite d’un bras robotique, une conception effectuée de façon systématique. 

En 1993, un robot anthropomorphique en matériau composite à fibres de carbone a été 
développé par Lee et al. [Lee93]. La capacité de charge transportable et la précision de ce 
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robot ont été améliorées par rapport au robot en acier. Caprino et al. ont conçu des bras 
robotiques en composite dans le but de maximiser les fréquences propres du système 
robotique [Cap95].  

Choi et al. ont utilisé des composites à fibres de carbone pour reconcevoir une broche de 
machine afin d’augmenter sa capacité d’amortissement [Cho97]. Le composite à fibre de 
carbone/époxy a été fabriqué à partir des pré-imprégnés. La séquence d'empilement des fibres 
et l’angle d’orientation ont été pris en compte pour adapter les propriétés de la broche de 
façon à avoir un module de flexion élevé, une fréquence propre élevée et un module de 
torsion modéré. D’après les résultats, la première fréquence naturelle de la broche composite 
augmente de 1.1 fois, le facteur d'amortissement augmente de 6.8 fois, et la masse diminue de 
29.6 fois par rapport aux valeurs de la broche initiale en acier. Donc, les auteurs ont conclu 
qu’un système avec une broche composite avait des meilleures performances mécaniques et 
une meilleure productivité d’usinage, d’équilibrage et de manipulation.  

Dans le but d’augmenter la vitesse et la précision d’une machine à électroérosion, son bras de 
guidage a été reconçu en matériau composite à fibre de carbone par C.S. Lee et al. [Lee01]. 
Pour la conception du bras, la rigidité du bras composite a été choisie égale à celle du bras 
conventionnel en fonte. Des analyses statiques et dynamiques pour comparer les 
performances des bras ont été exécutées par deux méthodes : numérique et expérimental. Les 
auteurs constatent que la masse du bras composite est 2.36 fois plus petite que celle du bras en 
fonte, et son comportement dynamique est sensiblement meilleur. 

 

Figure 1.28 : Forme de la poupée mobile en acier avec renfort en composite 
Chang et al. ont utilisé un composite à renfort de tissu de verre pour renforcer la poupée 
mobile d’une machine de précision élevée (Figure 1.28). Avec cette conception, la rigidité et 
l’amortissement de la structure renforcée augmentent respectivement de 12% et de 212% 
[Cha01].  

Suh et al. [Suh01] ont utilisé un composite de matrice époxy renforcée par des fibres de 
carbone comme matériau d'amortissement pour la surface d’une broche dans une machine à 
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vitesse élevée. La capacité d'amortissement et la rigidité en fonction de l'angle d’orientation 
des fibres sont d’abord étudiées pour choisir l’angle d’orientation approprié. Une étude 
numérique et expérimentale a été réalisée. D’après cette étude, le facteur d’amortissement de 
la broche en traitement de surface était supérieur d'environ 3-5 fois à celui de la broche sans 
traitement dans l’intervalle de fréquences de fonctionnement. 

 

Figure 1.29 : Poutre de boîte hybride pour réduire la flèche de cisaillement [Lee04]  
D.G. Lee et al. ont amélioré les performances d’une fraiseuse à haute vitesse [Lee04]. La 
glissière horizontale (X-glissière) et la glissière verticale (Y-glissière) de la machine ont été 
reconçues en un matériau de structure sandwich hybride (Figure 1.29). Un composite 
unidirectionnel carbone/époxy et un composite en tissu de verre ont été utilisés pour les 
peaux, et des fibres d'aramide en forme de nid d'abeille ont été utilisées pour l’âme. Dans tous 
les composites, les fibres de renfort sont tous disposées dans la direction longitudinale de la 
glissière. Les tests d’impulsion sur les glissières en acier et sur les glissières hybrides ont été 
réalisés dans des conditions aux limites libre-libre pour vérifier l’effet du renforcement du 
composite sur les caractéristiques dynamiques. Les modes de vibration et le facteur 
d'amortissement η de structure ont été déterminés. Les résultats montrent que les masses de la 
X-glissière hybride et de l’Y-glissière hybride ont été réduites respectivement de 26% et de 
34% et les facteurs d’amortissement de la glissière hybride en X et de la glissière hybride en 
Y ont augmenté de 1.5 à 5.7 fois par rapport à ceux des structures traditionnelles. 

Dans l’étude de Cho et al. [Cho11], un organe de la machine en acier inoxydable et en 
aluminium ont été reconçu en polymère renforcé par des fibres de carbone et d’un béton de 
résine pour améliorer la rigidité structurelle, augmenter la capacité d'amortissement et réduire 
la masse de la machine. L’organe et ses remplaçants sont présentés dans la Figure 1.30. Une 
analyse par la méthode des éléments finis a été réalisée pour calculer le déplacement statique, 
les fréquences naturelles et les modes correspondants. Ensuite, des essais dynamiques ont été 
réalisés pour vérifier l’analyse numérique et déterminer l’amortissement. Les résultats finaux 
montrent que la structure reconçue est plus légère de 36,8% et que sa rigidité structurelle 
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augmente de 16%. De plus, les facteurs d’amortissement de cette structure augmentent entre 
2,82% et 3,64%. 

Figure 1.30 : Conception d’une table d’usinage [Cho11] 
Dans le domaine de l’automobile, les composites à fibres végétales sont de plus en plus 
utilisés pour réduire la masse de la voiture et s’adapter aux critères d’environnement, 
d’émission de CO2 qui deviennent de plus en plus critiques dans la vie moderne. En 1996, 
Mercedes-Benz a utilisé un composite jute/époxy pour les vantaux de la voiture classe E. 
L’Audi a fabriqué la garniture de porte de la voiture A2 avec un composite de matrice 
polyuréthane renforcée par les fibres de lin mélangées avec les fibres de sisal en 2000. 
Récemment, Ford a choisi un composite de renfort de paille de blé pour le bac de stockage et 
le couvercle intérieur de la voiture 2010 Flex crossover [Kor12].  

1.6. Conclusion 

Le robot 3CRS étudié dans notre recherche est une nouvelle architecture des robots parallèles 
à 6 degrés de liberté. La conception et l’espace de travail du robot ont été étudiés. Mais, 
aucune caractérisation des comportements statiques et dynamiques du robot n’est faite.  

Pour améliorer les performances du robot 3CRS, on souhaite ici utiliser un matériau 
composite pour reconcevoir les segments des bras du robot afin d’augmenter ses 
performances. On voit qu’une optimisation de la forme du segment est un travail nécessaire et 
doit être faite en premier lieu.  

On constate qu’en ce moment les matériaux composites ont été déjà appliqués dans les robots 
et machines mais surtout les composites à fibres synthétiques, en particulier, les fibres de 
carbone en raison de leur module et leur résistance élevée. Mais, les composites à fibres 
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synthétiques présentent souvent une faible capacité d’amortissement et un mauvais impact à 
l’environnement. Par ailleurs, les composites à fibres végétales présentent des faibles densités, 
des capacités d’amortissement élevées et des capacités de dégradation biologique. Il existe 
aujourd’hui une tendance à remplacer les fibres synthétiques par les fibres végétales dans les 
composites mais surtout pour les pièces faiblement sollicitées. Il y a encore donc peu 
d’applications des composites végétaux dans le domaine robotique puisque les modules 
d’Young des composites à renfort végétal ne sont pas suffisamment élevés par rapport aux 
besoins dans les machines et robots. On voit qu’un composite hybride à fibres synthétiques et 
végétales peut allier les avantages des deux types de renfort et peut-être appliqué pour les 
pièces en sollicitation plus élevée.  

Pour optimiser la structure du composite, un modèle d’homogénéisation du composite doit 
être établi. Le matériau composite présente souvent un comportement viscoélastique avec une 
bonne capacité d’amortissement qui peut donc améliorer la capacité d’amortissement des 
vibrations du robot. Pour prendre en compte cet effet, le modèle d’homogénéisation doit 
permettre de calculer les facteurs d’amortissement du matériau. 

Les points principaux de ce travail dans le cadre de cette thèse sont donc les suivants : 

1. Une étude pour caractériser les comportements statiques et dynamiques du robot 
3CRS. Un modèle de comportement qui prend en compte les flexibilités des 
composants du robot et aussi des propriétés viscoélastiques des matériaux sera établi.  

2. Une optimisation de la forme du segment en composite pour l’adapter aux 
sollicitations du robot 3CRS.  

3. Une étude sur un composite hybride de renfort à fibres synthétiques et fibres végétales. 
Sa structure sera optimisée en utilisant un modèle d’homogénéisation analytique qui 
prend en compte le comportement viscoélastique de ses constituants.  

4. Une première application d’un composite hybride qui comprend les fibres végétales 
dans le domaine robotique.  
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2.1. Introduction 

La compréhension du comportement mécanique d'un robot est nécessaire pour sa conception 
et son exploitation optimale. Un modèle analytique est généralement utilisé pour analyser la 
structure du robot. Le modèle analytique a un temps de calcul rapide et convient pour 
l’optimisation de la conception ainsi que pour la programmation de la commande. Ce chapitre 
présente la modélisation et la caractérisation statique et dynamique du robot manipulateur 
parallèle 3CRS. La méthode de calcul proposée est basée sur une formulation analytique, 
appelée l’analyse des matrices structurales (AMS). Afin de réaliser les analyses statiques et 
modales sous les conditions de contraintes de liaisons, les équations de Lagrange avec 
multiplicateurs sont utilisées. Les résultats sont comparés à ceux d’une analyse du modèle des 
éléments finis (MEF) du robot, dont les composants sont construits par des éléments solides 
pour avoir un modèle proche de la réalité. L'influence des déformations de la plateforme sur la 
rigidité du robot est aussi discutée. Enfin, la rigidité et les fréquences propres sont 
déterminées et cartographiées dans l’espace de travail cartésien du robot. 

2.2. Généralités 

Le robot 3CRS, qui fait l’objet de cette étude, est un manipulateur parallèle à 6-DDL. Il a été 
proposé par B.C. Bouzgarrou [Arr11]. Le robot est composé de trois chaînes cinématiques 
identiques reliant la base fixe "B" à la plateforme mobile "P". Chaque chaîne cinématique est 
formée par une liaison prismatique suivie d’une liaison pivot, toutes les deux motorisées. Ces 
deux liaisons ont le même axe, et donc peuvent être considérés comme une liaison cylindrique 
motorisée (notée C). Ensuite, c’est une liaison rotoïde passive (notée R) suivie d’une liaison 
sphérique passive (notée S) dans l’ordre respectif. C’est ainsi que le robot a été appelé 3CRS. 
La Figure 2.1 présente le robot 3CRS et son graphe de liaison. On voit que le robot proposé 
possède moins de jambes que la plateforme Gough-Stewart ; ce qui simplifie 
considérablement l'analyse cinématique, la caractérisation statique et dynamique, la 
planification et le contrôle des mouvements du robot.  

La conception et l’espace de travail du robot 3CRS ont été discutés dans [Arr11] [Arr12]. La 
détermination de la rigidité du robot et de ses modes propres de vibration est très importante 
car elle permet de prédire ses performances en termes de précision, de positionnement, de 
capacité de charge et d’accélération [Deb06]. Ce chapitre vise donc à caractériser les 
performances statiques et dynamiques du robot 3CRS en vue d’améliorer sa conception en 
utilisant un matériau composite. 
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Figure 2.1 : a) Robot 3CRS    b) Graphe de liaison 
Les performances du robot peuvent être évaluées par une approche analytique et/ou une 
approche numérique. Les approches analytiques utilisent souvent des hypothèses pour 
simplifier la structure du robot. En général, les méthodes analytiques établissent une équation 
entre la raideur du robot et de sa configuration dans l'espace cartésien ou articulaire. Dans la 
littérature [Deb06] [Rug12] [Kli14], il y a trois méthodes analytiques principales : le calcul de 
la matrice jacobienne (CMJ), la méthode des flexibilités articulaires de transmission (JFT) et 
la méthode d'analyse des matrices structurales (AMS).  

Les méthodes CMJ et JFT se basent sur l’hypothèse de corps rigide où les éléments du robot 
sont supposés infiniment rigides. La rigidité du robot est donc calculée en fonction des 
raideurs articulaires actionnées et la matrice jacobienne [Che13] [Elk99] [Zha04]. La 
particularité de la méthode JFT est qu’elle ajoute des liaisons flexibles virtuelles dans le 
modèle afin de prendre en compte les rigidités des éléments de structure. Un élément flexible 
est donc remplacé par un élément rigide lié à un joint flexible virtuel. Par conséquent, la 
méthode JFT est plus précise que la méthode CMJ. Cette méthode est très utilisée dans 
l'analyse des robots [Gos02] [Bou02] [Maj07] [Rug12].  

La méthode AMS se base sur la théorie des éléments finis, elle est donc une méthode qui 
prend en compte les flexibilités distribuées des éléments [Deb06] [Hua02] [Li08] [Cli97]. 
Dans cette méthode, un seul élément est représenté par des matrices de rigidité ou de masse de 
taille 12x12 pour une poutre Euler-Bernoulli [Deb06] [Li08] ou une matrice 6x6 pour une 
barre en traction compression [Cli97]. En général, la matrice de rigidité totale est assemblée 
en utilisant le principe de superposition [Cli97] [Li08]. Cette méthode permet d’étudier 
complètement la structure du robot. Mais elle nécessite souvent un effort de calcul important 
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et attentif en superposant des matrices relativement grandes, en particulier aux nœuds de 
liaison passive où il y a des ddl non communs. Par conséquent, cette approche est encore peu 
développée dans les études de robots.  

L’équation de Lagrange avec multiplicateurs est une équation connue pour traiter des 
problèmes de maximisation ou minimisation [Ben03]. Deblaise a utilisé cette équation sous la 
condition de maximisation de l'énergie potentielle pour former la matrice de rigidité du robot 
Delta [Deb06]. Cette application permet d’étudier séparément les liaisons en les remplaçant 
par des équations de contraintes de connexion. Ce qui simplifie donc considérablement la 
formulation de la matrice de rigidité totale du robot.  

L'approche numérique est généralement basée sur la méthode des éléments finis (MEF). 
L’élément de poutre, de coque ou l’élément solide peuvent être utilisés pour modéliser des 
segments du robot alors que des éléments de type de ressort sont utilisés pour modéliser la 
rigidité des transmissions ou des composants de guidages. L'inconvénient de la MEF est son 
coût de calcul qui peut être élevé lorsqu’il est nécessaire d’adapter le maillage en fonction de 
la configuration du robot. La taille des modèles ne permet pas leur utilisation dans une 
commande temps réel. Cependant, la MEF fournit des résultats relativement fiables et précis. 
Par conséquent, cette méthode est souvent utilisée pour vérifier les approches analytiques 
[Che13] [Elk99] [Maj07] [Maj07] [Hua02] [Li08], caractériser et comparer les performances 
des robots [Bou04] [Riz06]. Le modèle utilisant des éléments de poutre est souvent employé 
pour modéliser les robots composés des composants longs et de simples formes 
[Deb06][Elk99]. Pour les robots constitués des composants de forme complexe, les éléments 
solides sont généralement utilisés [Bou04] [Riz06] [Pin09]. 

Ce chapitre présente une caractérisation statique et dynamique du robot parallèle 3CRS dans 
son espace de travail. Afin de tenir compte de toute la structure du robot, la méthode AMS est 
appliquée. Ici, les contraintes de liaisons passives sont séparément considérées. Afin de 
combiner la méthode AMS avec des équations de contraintes, les équations de Lagrange avec 
multiplicateurs sont utilisées. Cette technique permet de réaliser avec la même formulation 
des analyses statiques et dynamiques linéaires (section 2.4). Les résultats obtenus seront 
comparés à ceux obtenus par la MEF (section 2.5) et par l’expérimentation (section 2.6).  

La section 2.7 est consacrée à l'analyse de la rigidité du robot, l'influence de la raideur de la 
plateforme mobile sur la rigidité du robot est également étudiée. La caractérisation dynamique 
du robot 3CRS, basée sur une analyse modale, est présentée dans la section 2.8. 
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2.3. Modèle géométrique inverse du robot 3CRS  

Tout d'abord, le modèle géométrique inverse du robot 3CRS est déterminé. Une chaîne 
cinématique du robot 3CRS est représentée dans la Figure 2.2. Le point E est le centre de la 
plateforme mobile (effecteur). Les points Bi (i = 1, 2, 3) sont les sommets de cette plateforme 
et les centres des liaisons rotules à l’extrémité du segment AiBi. Les points Ai sont les points 
bas de chaque segment. On pose α1, 2, 3=0°, 120°, 240° qui sont les angles pour localiser les 
points Bi dans le système de coordonnées local de l’effecteur et pour déterminer aussi 
l’orientation des chaînes cinématiques du robot. On note que R0, RE et Ri (i=1, 2, 3) 
respectivement le système de coordonnées global, le système de coordonnées local de 
l’effecteur et les systèmes de coordonnées locaux des jambes i (i = 1, 2, 3). 

 

Figure 2.2 : Une chaîne cinématique du robot 3CRS 
Dans le système de coordonnées global, la configuration du robot est caractérisée par six 
variables de position et d’orientation de l’effecteur : trois translations dans les trois directions 
des axes, et les trois angles (angles d'Euler). Donc, les variables dans l'espace cartésien de la 
plateforme sont {XE, YE, ZE, φx, φy, φz}. Chaque chaîne cinématique a deux variables 
actionnées : une variable de la liaison prismatique λi et une variable de la liaison pivot θi. Les 
variables des articulations motorisées sont donc : {λ1, λ2, λ3, θ1, θ2, θ3}. 

On note par bi
RE le vecteur des coordonnées du point Bi (i = 1, 2, 3) dans le système de 

coordonnées Rj (j = E, 0, 1, 2, 3).  

Dans le système de coordonnées local RE de la plateforme, on a :  
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(i=1, 2, 3)  (2.1) 

Où d est la distance du centre de l’effecteur E au sommet de la plateforme Bi. Les 
coordonnées de Bi dans le système de coordonnées global R0 sont déterminées par : 

  0 ER R
0Ei i

ER
0Ei i0Ei i0Eb Τ b  (i=1, 2, 3) (2.2) 

Où T0E est la matrice de transformation homogène du système de coordonnées global R0 au 
système de coordonnées local de la plateforme RE : 
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 (2.3) 

Rx, Ry, Rz sont les matrices de rotation en fonction des angles d'orientation de la plateforme 
φx, φy, φz. 

Les coordonnées de Bi dans le système de coordonnées local Ri peuvent être déterminées 
comme suit : 

 

0RR 1
0b T bi

i i i
0R 1b T bR 1b T bR 1

0b T b0i i i0i i i0b T bi i ib T b0b T b0i i i0b T b0
0RR 1b T bR 1b T bR 1

  

(i=1, 2, 3)  (2.4) 

Où T0i est la matrice de transformation homogène du système de coordonnées global R0 au 
système de coordonnées local Ri. Elle est donnée par l’équation suivante : 
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Où D est la distance de l'origine O0 du système de coordonnées global à l'origine Oi du 
système de coordonnées local de la jambe i. 

Pour calculer les variables articulaires actionnées, nous utilisons les relations géométriques 
dans le système de coordonnées local de la jambe i. Dans le système de coordonnées local Ri, 
on note par R T[ ]0 0i

i i i i Ri
R T[ ]R T[ ]R T[ ]0 0[ ]R T[ ]R T0 0R T[ ]R T

Ri
R T[ ]R T[ ]R T
i i i i[ ]i i i i[ ]R T[ ]R T[ ]R T[ ]0 0[ ]R T[ ]R T0 0R T[ ]R T
i i i i[ ]i i i i[ ]a O A (le vecteur des coordonnées du point Ai) et AiBi=l (le 

vecteur de coordonnées du segment AiBi).  

La relation géométrique peut être écrite comme suit : 

 

TR R
R[ ]i i

i i Bi Bi Bi iX Y ZR R [ ]i iR Ri iR R
i i Bi Bi Bi[ ]Bi Bi Bi[ ][ ]X Y Z[ ][ ]Bi Bi Bi[ ]X Y Z[ ]Bi Bi Bi[ ]b a l  (i=1, 2, 3) (2.6) 
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où XBi, YBi, ZBi sont les coordonnées du point Bi calculées dans le repère local Ri comme dans 
l'équation (2.4). 

On a donc :  

 

TR R
R[ ]i i

i i Bi i Bi Bi iX Y Z[ ]i i Bi i Bi Bi[ ]i i Bi i Bi Bi[ ][ ]X Y Z[ ][ ]i i Bi i Bi Bi[ ]X Y Z[ ]i i Bi i Bi Bi[ ]R R [ ]i iR Ri iR R
i i Bi i Bi Bi[ ]i i Bi i Bi Bi[ ][ ]X Y Z[ ][ ]i i Bi i Bi Bi[ ]X Y Z[ ]i i Bi i Bi Bi[ ][ ]i i Bi i Bi Bi[ ]i i Bi i Bi Bi[ ][ ]X Y Z[ ][ ]i i Bi i Bi Bi[ ]X Y Z[ ]i i Bi i Bi Bi[ ]l b a  (i=1, 2, 3) (2.7) 

Puisque la longueur du segment AiBi, notée l, est constante, on obtient l’équation : 

 2 2| | | |l l2 2| |l l2 2l l2 2| |l l| |l l   (2.8) 

À partir des équations (2.6), (2.7) et (2.8), le déplacement en translation de l'actionneur i (i=1, 
2, 3) est déterminé par : 

 2 2 2
i Bi BB i iX l Y Zi B

2 2 2
i Bi Bi B Bi iBi iBX l Y ZX l Y ZX l Y ZX l Y Z2 2 2X l Y Z2 2 2
i BX l Y Zi Bi BX l Y Zi Bi BX l Y Zi Bi BX l Y Zi Bi iX l Y Zi ii Bi Bii Bi BBi BX l Y Zi BX l Y Zi Bi Bii BX l Y Zi Bii Bi BBi BX l Y Zi BBi B  (2.9) 

A partir du schéma géométrique (Fig. 2), on peut voir que la variable articulaire de rotation θi 
(i = 1, 2, 3) de la chaîne cinématique i est donnée par : 

 arctan( )Bi
i

Bi

Y
Zi arctan( )Biarctan( )Biarctan( )Yarctan( )Yarctan( )BiYBiarctan( )Biarctan( )Yarctan( )Biarctan( )arctan( )arctan( )
Z

arctan( )
Z

arctan( )arctan( )arctan( )  (2.10) 

L'angle de rotation βi (i = 1, 2, 3) du segment AiBi dans son plan de mouvement est également 
déterminé par : 

 
2 2

arcsin( )Bi Bi
i

Y Z
Li

2 2

arcsin( )Bi Biarcsin( )Bi Biarcsin( )
Y Z2 2Y Z2 2

Bi BiY ZBi Biarcsin( )arcsin( )arcsin( )arcsin( )arcsin( )arcsin( )  (2.11) 

Les dimensions géométriques du robot 3CRS sont présentées dans le Tableau 2.1 : 

Tableau 2.1 : Dimensions géométriques du robot 3CRS 

Paramètre Dimension (mm) 
d 115 

D 800 

l 595 

2.4. Formulation analytique 

La méthode analytique proposée pour modéliser le comportement du robot est une 
combinaison de la méthode AMS et des équations de Lagrange avec multiplicateurs. Pour 
mettre en œuvre cette méthode, la matrice de rigidité, de masse et de contraintes cinématiques 
doivent être déterminées. 
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2.4.1. Matrice de rigidité 

Pour définir la matrice de rigidité, la structure du robot est d'abord décomposée en sept parties 
comme présentées dans la Figure 2.3. Trois parties désignées par Ji (i=1, 2, 3) sont reliés à la 
base par un élément de traction-torsion et des contraints de liaison cylindrique. Les éléments 
de traction-torsion permettent de prendre en compte les flexibilités des actionneurs 
cylindriques. A l’autre extrémité, la partie Ji est connectée à une partie désignée par Li (i = 1, 
2, 3), par une liaison rotule rotoïde. La partie E est l’effecteur du robot qui est connecté avec 
les parties Li par des liaisons sphériques passives. Toutes ces parties se constituent des sous-
éléments qui sont des éléments poutres 3D. 

 

Figure 2.3 : Représentation schématique du robot 3CRS 
La matrice de rigidité d'un élément exprime la relation entre la force appliquée sur l'élément et 
le déplacement de l'élément, F = Ku. Un élément poutre 3D a deux nœuds avec six degrés de 
liberté à chaque nœud (ux, uy, uz, φx, φy, φz). La matrice de rigidité d’un élément poutre 3D est 
donc de taille 12x12 et peut être déterminée comme dans [Moh12] : 
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L'élément de traction-torsion, associé à des liaisons cylindriques, travaille en translation et en 
rotation. Cet élément a deux nœuds avec six ddl à chaque nœud. Toutefois, seulement deux 
dll ux et φx sont libres (x est l’axe de l’actionneur), les autres ddl sont bloqués. Par conséquent, 
sa matrice de rigidité peut être représentée par une matrice de 12x12 dans son système de 
coordonnées local comme suit : 

 

0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0 0
0 0 0
0 0 0

sym.
0 0

0 0 0
0 0 0

xx xx

xx xx

r

xx

xx

K K

G G

K

G

0 0 0 0K KK K0 0K K0 0 0 0K K
0 0 0 0 0 0

xx xx 0 00 0xxK KK K0 0K K0 0 xx 0 0xxK K
0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0

0 0xx xxG GG G0 0G G0 0xxG Gxx 0 0G GG G0 0G G0 0 0 0xxG GxxG Gxx 0 0G G
0 0 0 0 0 0
xx xx

0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0

0 0K 0 0xxK 0 0K
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

sym.
0 0 0

sym.
0 0G

sym.
xx 0 0xxGxxGxx

0 0 00 0 0
0 0 00 0 00 0 0

0 0

0 0

K

0

0

  (2.13) 
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Où Kxx est la rigidité en translation et Gxx est la rigidité en rotation de l’actionneur. Ces 
valeurs ont été expérimentalement déterminées, on a : Kxx=2.282E8 (N/m), Gxx=2.788E3 
(Nm.rad-1). 

La matrice de rigidité i
i

R K  de la partie i (i = E, L1, L2, L3, J1, J2, J3) peut être déterminée par 

la superposition des matrices de rigidité de ses sous-structures dans le système de 
coordonnées local. Cette opération est la superposition des matrices 6x6 correspondant aux 6 
degrés de liberté des nœuds communs. 

Ensuite, la matrice de rigidité de la partie i est calculée dans le système de coordonnées global 
comme suit : 

 0 1 i
i i i i

i
i i i i

1 iR RK P K P   (2.14) 

Avec Pi est la matrice de transformation de rotation du système de coordonnées Ri au système 
de coordonnées R0. Pi est une matrice bloc-diagonale composée des matrices de rotation Ri0 

3x3 calculées en fonction des variables articulaires du robot :  

Pour la partie Ji (i = 1, 2, 3), la matrice de rotation RJi0 est : 

 0 ( ) ( )i i i( ) ( )( ) ( )i( ) ( )i( ) ( )i( ) ( )i( ) ( )J X ZR R R     (2.15) 

Pour la partie Li (i = 1, 2, 3), la matrice de rotation RLi0 est : 

 0 ( ) ( ) ( )i i i i( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )i( ) ( ) ( )i( ) ( ) ( )i( ) ( ) ( )i( ) ( ) ( )i( ) ( ) ( )i( ) ( ) ( )J Y X ZR R R R     (2.16) 

Pour la plateforme E, la matrice de rotation RE0 est : 

 0 ( ) ( ) ( )y zx( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )y z( ) ( ) ( )y z( ) ( ) ( )y zxy z( ) ( ) ( )y z( ) ( ) ( )x( ) ( ) ( )y z( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )y z( ) ( ) ( )y z( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )y z( ) ( ) ( )y z( ) ( ) ( )E Y X ZR R R R  (2.17) 

Où RX, RY et RZ sont les matrices de transformation de rotation autour des axes x, y et z. On 

note diag[ ]i i idiag[ ]J LK K K  la matrice de rigidité de chaque jambe i (i=1, 2, 3) du robot et KE 

la matrice de rigidité de la plateforme. Par la suite, la matrice de rigidité du robot entier est : 

 1 2 3diag[ ]1 2 3diag[ EK K K K K   (2.18) 

2.4.2. Matrice de masse 

En 3D, la matrice de masse d’un élément poutre d'Euler-Bernoulli est donnée par [Moh12] : 
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LL   (2.19) 

De la même façon que dans la section précédente, la matrice de masse de chaque partie est 
calculée par la méthode de superposition dans le système de coordonnées local. La matrice de 
la masse de la partie i dans le système de coordonnées global est déterminée par l’équation 
suivante : 

 0 1 i
i i i i

i
i i i i

1 iR RM P M P   (2.20) 

La matrice de masse de chaque jambe i (i = 1, 2, 3) est Mi=diag[MJi  MLi] où MJi et MLi sont 
les matrices de masse des parties Ji et Li dans le système de coordonnées global R0. On pose 
ME la matrice de masse de l’effecteur. Donc, la matrice de masse du robot entier est : 

 1 2 3diag[ ]1 2 3diag[ EM M M M M   (2.21) 

2.4.3. Contraintes cinématiques des liaisons passives 

Liaison pivot. Si on considère la liaison pivot entre deux nœuds m et n des parties Ji et Li, 
dans le système de coordonnées local RJi, les trois déplacements relatifs et deux rotations 
autour de l'axe x et z de ces nœuds sont les mêmes, mais leur rotation relative autour de l’axe 
y est libre. 
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On pose 
TR

R
Ji

Ji
m m m m xm ym zmu v w

TT

m m m m xm ym zm RJi
m m m m xm ym zm Rm m m m xm ym zmm m m m xm ym zmu v wm m m m xm ym zmu v wm m m m xm ym zm Rm m m m xm ym zmm m m m xm ym zmm m m m xm ym zmu v wm m m m xm ym zmu v wm m m m xm ym zmx et

TR

R
Ji

Ji
n n n n xn yn znu v w

TT

n n n n xn yn znn n n n xn yn zn RJi
n n n n xn yn znn n n n xn yn zn Rn n n n xn yn znn n n n xn yn znn n n n xn yn znu v wu v wn n n n xn yn znu v wn n n n xn yn znn n n n xn yn znu v wn n n n xn yn zn Rn n n n xn yn znn n n n xn yn znn n n n xn yn znu v wn n n n xn yn znu v wn n n n xn yn znx

qui sont respectivement les vecteurs de déplacement des nœuds m et n dans le système de 
coordonnées local RJi. 

On pose 0

0

TR

Rm m m m xm ym zmu v w
TT

m m m m xm ym zm
0Rm m m m xm ym zm Rm m m m xm ym zmm m m m xm ym zmu v wm m m m xm ym zmu v wm m m m xm ym zm Rm m m m xm ym zmm m m m xm ym zmm m m m xm ym zmu v wm m m m xm ym zmu v wm m m m xm ym zmx et 0

0

TR

Rn n n n xn yn znu v w
TT

n n n n xn yn znn n n n xn yn zn
0Rn n n n xn yn znn n n n xn yn zn Rn n n n xn yn znn n n n xn yn znn n n n xn yn znu v wu v wn n n n xn yn znu v wn n n n xn yn znn n n n xn yn znu v wn n n n xn yn zn Rn n n n xn yn znn n n n xn yn znn n n n xn yn znu v wn n n n xn yn znu v wn n n n xn yn znx  

les vecteurs des déplacements des nœuds m et n dans le système de coordonnées global R0. 
Les contraintes cinématiques articulaires peuvent être exprimées par un système des équations 
sous forme matricielle : 

 0 0R R R R;Ji Ji
m Ji m n Ji n

0 0R R0 0R0 0R0 0R0 0;0 0;0 0Ji0 0Ji0 0
m Ji m n Ji nx P x x P x   (2.22) 

 et 
R

R[ ]
Ji

Ji

m

n

RJi

[ ]
Ji

R
mm

Ji
n
RJiRr r

x
I I 0

x  
(2.23) 

où PJi est la matrice de transformation du système de coordonnées RJi au système de 
coordonnées R0 et Ir=diag[1  1  1  1  0  1]. 

À partir de (2.21) et (2.22), dans le système de coordonnées global, nous obtenons l'équation 
suivante : 

 
0

0

R

R
[ ] m

Ji Ji
n

R0R

[ ]Ji[ ]Ji[ ] mm
R0R
n

0RRr r

x
I P I P 0

x
 (2.24) 

Liaison sphérique. Au niveau d’une liaison sphérique, il existe deux nœuds p et q de la partie 
E et la partie Li. Dans le système de coordonnées global R0, les trois déplacements relatifs des 
deux nœuds sont les mêmes, mais les trois rotations relatives sont libres. 

On pose 0

0

TR

Rp p p p xp yp zpu v w
TT

p p p p xp yp zp
0Rp p p p xp yp zp Rp p p p xp yp zpp p p p xp yp zpu v wp p p p xp yp zpu v wp p p p xp yp zp Rp p p p xp yp zpp p p p xp yp zpp p p p xp yp zpu v wp p p p xp yp zpu v wp p p p xp yp zpx et 0

0

TR

Rq q q q xq yq zqu v w
TT

q q q q xq yq zqq q q q xq yq zq
0Rq q q q xq yq zqq q q q xq yq zq Rq q q q xq yq zqq q q q xq yq zqq q q q xq yq zqu v wu v wq q q q xq yq zqu v wq q q q xq yq zqq q q q xq yq zqu v wq q q q xq yq zq Rq q q q xq yq zqq q q q xq yq zqq q q q xq yq zqu v wq q q q xq yq zqu v wq q q q xq yq zqx  les 

vecteurs de déplacement des nœuds p et q dans le système de coordonnées global R0. 

Les contraintes cinématiques articulaires d’une liaison sphérique peuvent être exprimées par 
l'équation suivante : 

 
0

0

R

R
[ ] p

q

R0R

[ ] p

R

pp

RR0R
q

0Rs s

x
I I 0

x
  (2.25) 

Avec Is =diag[1  1  1  0  0  0] 

Le robot parallèle 3CRS possède trois liaisons pivots et trois liaisons sphériques, les équations 
de contraintes cinématiques peuvent être regroupées comme dans l'équation suivante : 
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  (2.26) 

Pour l'ensemble de la structure du robot, l'équation (2.26) peut être réécrite sous la forme : 

 Ax 0   (2.27) 

où x est le vecteur des déplacements nodaux du robot entier dans le système de coordonnées 
global R0. La matrice A est la matrice de contraintes cinématiques imposées par les liaisons 
passives. 

2.4.4. Équations de Lagrange 

Les équations de Lagrange permettent d’obtenir un système d’équations différentielles de 
second ordre gouvernant la dynamique d’un système mécanique. Lorsque le mécanisme de la 
structure est contraint par des liaisons, les équations de Lagrange avec des multiplicateurs 
sont généralement utilisées. Sous les conditions de contrainte Φ=Ax=0, les équations de 
Lagrange sont écrites comme suit : 

 fλ
x

Φ
xx

fλ
x

Φ
xx xx xx

TLL
dt
d


 (2.28) 

où L=T-V est la fonction de Lagrange, xMx  T

2
1
2
1T

 
est l'énergie cinétique totale du système,

 

KxxT

2
1
2
1V  est l'énergie potentielle élastique totale du système, λ est le vecteur des 

multiplicateurs de Lagrange et f est le vecteur des forces généralisées. 

Analyse statique 

En condition d’équilibre statique, l'énergie cinétique T est égale à 0. De (2.27) et (2.28), on a 
le système d'équations : 
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K x A λ f
A x 0

TK x A λ fTK x ATK x AK x A
A x 0A x 0A x 0A x 0

  (2.29) 

Il peut être réécrit comme suit : 

 
TT x fK A

λ 0A 0
  (2.30) 

L'équation (2.30) peut être exprimée sous la forme : 

 c c cK x fc c cK x fc c cK x fc c c   (2.31) 

Pour une configuration non singulière, la pseudo-matrice de rigidité Kc est symétrique et 
inversible. Par conséquent, les déplacements de la structure et les multiplicateurs de Lagrange 
peuvent être obtenus comme suit : 

 1
c c cx K fc c cx K fc c cx K fc c c

1x K f1x K f1   (2.32) 

On voit que la détermination du vecteur xc permet de déterminer les déplacements de tous les 
nœuds de la structure du robot.  

Analyse modale 

Les vibrations libres de la structure sont caractérisées par des paramètres modaux : fréquences 
naturelles et les déformées modales associées. Pour faire l’analyse modale, les forces externes 
appliquées sont nulles. Par conséquent, l'équation (2.28) devient : 

 
TTMx Kx A λ 0

Ax 0
Mx Kx AMx Kx AMx Kx AMx Kx AMx Kx A

 (2.33) 

On pose xm=[x  λ]T, 
00
0M

M c et
0A

AM
K

T

c , le système d’équations (2.32) devient: 

 0xKxM 0xKxM 0xKxM mcmc   (2.34) 

À partir de l'équation (2.34), les pulsations  et les déformées modales p sont déterminées par 
l’équation suivante : 

 0pMωK 0pMωK 0pMωK )( c
2

c  (2.35) 
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2.5. Validation numérique du modèle analytique 

2.5.1 Modèle d'éléments finis 

En utilisant le modèle géométrique inverse du robot, un modèle des éléments finis paramétré 
du robot 3CRS est établi dans le logiciel ANSYS. Les paramètres opérationnels sont les 
coordonnées de la plateforme {XE, YE, ZE, φx, φy, φz}. Ce paramétrage permet d'étudier le 
comportement du robot dans son espace de travail et de mailler chaque composant dans son 
système de coordonnées local. La procédure d’établissement du MEF du robot se présente 
comme suit : 

 Donner les variables opérationnelles {XE, YE, ZE, φx, φy, φz}. 

 Créer les systèmes de coordonnées locaux pour chaque composant (plateforme mobile, 
segments, liaisons, actionneurs). 

 Construire la géométrie de chaque composant dans son système de coordonnées local.  

 Effectuer les opérations de maillage. 

 Créer des éléments de connexion entre les parties. 

 Appliquer des conditions aux limites et les chargements 

 Effectuer l’analyse. 
Dans cette étude, les composants mécaniques du robot sont modélisés par des volumes de 
formes similaires aux composants du robot réel (Figure 2.4). 

 
(a) 

   
(b) 

Figure 2.4 : Formes géométriques des composants du robot 3CRS : (a) jambe   (b) plateforme 

(a)
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La méthode adoptée pour la modélisation des liaisons pivots par exemple consiste à créer des 
éléments ressorts entre les nœuds sur les surfaces de contact et les nœuds sur l'axe de rotation. 
Cette méthode est similaire à celle utilisée dans [Bou04] [Riz06]. Elle permet de créer un 
modèle structurel linéaire. L'élément Link8 a été choisi comme élément de ressort. C’est un 
élément tridimensionnel (3D) de traction-compression uni-axiale avec trois degrés de liberté à 
chaque nœud : 3 translations dans 3 directions x, y et z. Le module d'élasticité de l'élément est 
choisi égal à 700 GPa pour avoir une grande rigidité qui permet de négliger des déplacements 
libres inattendus entre les composants de connexion. La modélisation des liaisons est illustrée 
dans la Figure 2.5. 

      
(a) 

    
(b) 

Figure 2.5 : (a) joint sphérique (b) joint pivot 
Les actionneurs sont modélisés par des éléments de ressort de traction-torsion (élément 
COMBIN14). Ses rigidités de translation et de rotation sont les valeurs mesurées 
expérimentalement. Les composants du robot sont constitués de deux matériaux : aluminium 
et acier. Les propriétés du matériau de barres équivalentes formant la plateforme sont 
réajustées pour avoir le même comportement mécanique que le profile réel. Le Tableau 2.2 
donne les propriétés mécaniques de matériaux utilisées pour cette modélisation. 

L'élément SOLID45 a été utilisé pour le maillage du modèle. C’est un élément solide 3D 
ayant 8 nœuds avec trois degrés de liberté par nœud : translations selon l’axe x, y et z. Le 
logiciel ANSYS Mechanical APDL® rencontre des difficultés pour mailler des volumes de 
forme complexe en des éléments de forme hexaédrique, donc, les volumes de forme 
complexes doivent être divisés en plusieurs volumes simples.  

Link 8 
element

Link 8 
element
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Tableau 2.2 : Propriétés des matériaux 

Matériau 
Densité 
(kg/m3) 

Module 
d’Young (GPa) 

Coefficient de 
Poisson 

Aluminium 2700  70  0.34 

Acier 7800  210  0.31 

Matériau de barres formés la plateforme 4330  81  0.34 

Le maillage change légèrement pour chaque configuration du robot. Le modèle a environ 
41700 éléments et 55850 nœuds. Les conditions aux limites sont appliquées au niveau des 
nœuds d'extrémité des éléments de ressorts des actionneurs. 

2.5.2. Comparaison des modèles 

Pour valider le modèle issu de la formulation analytique les résultats de calculs de ce modèle 
réalisés en 27 positions de la plateforme dans l'espace de travail (Figure 2.6) sont confrontés 
aux résultats du modèle EF sous ANSYS. Les deux modèles sont donc comparés dans 
l’espace de travail 3D.  

 
Figure 2.6 : Positions de la plateforme pour lesquelles les calculs ont été réalisés 

Les deux modèles sont comparés pour les deux types d’analyse : statique et modale. Pour 
l’analyse statique, on applique une force unitaire équivalente à la plateforme et détermine son 
déplacement. La section suivante présente en détail la méthode d’application de chargement. 
Pour l’analyse modale, quatre premières fréquences modales sont calculées.  

Les résultats de l’analyse statique par les deux méthodes sont présentés dans la Figure 2.7 ci-
dessous. 
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Figure 2.7 : Les déplacements de la plateforme dans la direction de chargement  

Les résultats de l’analyse modale des deux méthodes de calcul sont présentés dans la Figure 
2.8. 

  
Fréquence modale f1 

  
Fréquence modale f2 

 
Fréquence modale f3 

 
Fréquence modale f4 

Figure 2.8 : Fréquences propres en fonction des positions de la plateforme 
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En utilisant un ordinateur de processeur Intel Core 2 Duo CPU 3 GHz, 3 Go de RAM, les 
temps de calcul des deux méthodes pour une position de plateforme sont donnés dans le 
Tableau 2.3 suivant : 

Tableau 2.3 : Temps de calcul pour une position donnée de la plateforme mobile 

Méthode Temps de calcul 
Méthode analytique - AMS  0.5 s 

Méthode numérique - MEF 330 s 

Le modèle EF sous ANSYS est très proche du robot réel. Par conséquent, les résultats de ce 
modèle sont considérés comme des résultats de référence. Les diagrammes de la Figure 2.7 et 
Figure 2.8 montrent que la méthode analytique présente un bon accord avec le modèle 
ANSYS. Les différences sont entre 1-3% pour l'analyse statique et sont inférieures à 8% pour 
l'analyse modale. Cela signifie que la méthode analytique a une bonne précision. En outre, à 
partir du Tableau 2.3, on voit que le temps de calcul de la méthode analytique est beaucoup 
moins important que celui du modèle numérique. 

2.6. Validation expérimentale du modèle analytique 

Cette partie présente des essais statiques et dynamiques qui ont été réalisés sur le robot 3CRS. 
L’objectif de cette partie est de vérifier la précision du modèle analytique par rapport à la 
réalité.  

2.6.1. Essai statique  

Les dispositifs principaux pour l’essai statique comprennent : 

 un Laser tracker Leica qui est constitué d’une bille de positionnement et un système qui 
détecte la position de la bille  

 un ordinateur sur lequel est installé le logiciel Leica T-MAC pour piloter le Laser tracker 

 un système d’alimentation électrique pour les moteurs du robot 

 un ordinateur sur lequel est installé le logiciel pour contrôler les moteurs 

 un niveau à bulle d’air pour ajuster l’orientation de la plateforme 

 un support pour transférer la force appliquée sur la plateforme 
La Figure 2.9 présente les dispositifs expérimentaux pour l’essai statique 
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a) 

 
b) 

Figure 2.9 : Dispositifs expérimentaux : a) Robot 3CRS b) Laser tracker Leica 
Le protocole de l’essai statique est le suivant : 

 Libérer les moteurs 

 Positionner la plateforme et vérifier son équilibre 

 Verrouiller les moteurs  

 Enregistrer la position mesurée dans le logiciel Leica T-MAC, on a uz(0) 

 Charger respectivement la plateforme à P (N) et enregistrer la position de la plateforme 
dans logiciel Leica T-MAC, on a uz(P)   
Après avoir testé le robot, on démonte le support de la plateforme et on mesure seulement la 
déformation du support. 

 Enregistrer la position initiale uSz(0)  de la bille de positionnement  

 Charger respectivement le support à P (N), on a uSz(P) 
Le déplacement vertical du robot sous une force unitaire est calculé donc par : 

 ( ) (0) ( ) (0)1 ( ) ( )z P z Sz P Sz
z

u u u u
u

P
( ) (0) ( ) (0)( ) ( )( ) (0) ( ) (0)( ) ( )( ) (0) ( ) (0)( ) (0) ( ) (0)z P z Sz P Sz( ) (0) ( ) (0)( ) (0) ( ) (0)( ) ( )( ) (0) ( ) (0)z P z Sz P Sz( ) (0) ( ) (0)( ) ( )( ) (0) ( ) (0)( ) ( )u u u u( ) ( )( ) (0) ( ) (0)( ) ( )( ) (0) ( ) (0)u u u u( ) (0) ( ) (0)( ) ( )( ) (0) ( ) (0)( ) (0) ( ) (0)( ) ( )( ) (0) ( ) (0)z P z Sz P Sz( ) (0) ( ) (0)( ) ( )( ) (0) ( ) (0)u u u u( ) (0) ( ) (0)( ) ( )( ) (0) ( ) (0)z P z Sz P Sz( ) (0) ( ) (0)( ) ( )( ) (0) ( ) (0)( ) (0) ( ) (0)1 ( ) ( )z P z Sz P Sz( ) (0) ( ) (0)z P z Sz P Sz( ) (0) ( ) (0)( ) ( )z P z Sz P Sz( ) ( )( ) (0) ( ) (0)( ) ( )( ) (0) ( ) (0)z P z Sz P Sz( ) (0) ( ) (0)( ) ( )( ) (0) ( ) (0)

z

( ) ( )u u u u( ) ( )( ) (0) ( ) (0)( ) ( )( ) (0) ( ) (0)u u u u( ) (0) ( ) (0)( ) ( )( ) (0) ( ) (0)( ) ( )z P z Sz P Sz( ) ( )u u u u( ) ( )z P z Sz P Sz( ) ( )( ) (0) ( ) (0)( ) ( )( ) (0) ( ) (0)z P z Sz P Sz( ) (0) ( ) (0)( ) ( )( ) (0) ( ) (0)u u u u( ) (0) ( ) (0)( ) ( )( ) (0) ( ) (0)z P z Sz P Sz( ) (0) ( ) (0)( ) ( )( ) (0) ( ) (0)u ( ) (0) ( ) (0)z P z Sz P Sz( ) (0) ( ) (0)( ) (0) ( ) (0)( ) ( )( ) (0) ( ) (0)z P z Sz P Sz( ) (0) ( ) (0)( ) ( )( ) (0) ( ) (0)( ) ( )u u u u( ) ( )( ) (0) ( ) (0)( ) ( )( ) (0) ( ) (0)u u u u( ) (0) ( ) (0)( ) ( )( ) (0) ( ) (0)( ) (0) ( ) (0)( ) ( )( ) (0) ( ) (0)z P z Sz P Sz( ) (0) ( ) (0)( ) ( )( ) (0) ( ) (0)u u u u( ) (0) ( ) (0)( ) ( )( ) (0) ( ) (0)z P z Sz P Sz( ) (0) ( ) (0)( ) ( )( ) (0) ( ) (0)   (2.36) 

2.6.2. Essai dynamique 

Les dispositifs de l’essai comprennent : 

 Un marteau d’impact 

 Un accéléromètre  

 Un ordinateur avec un logiciel de pilotage qui permet de traiter des donnés 
Le protocole de l’essai comprend des étapes principales suivantes : 

 Démarrer le logiciel de pilotage et ajuster les paramètres de l’essai : nombre de coups de 
marteau, fréquence minimale à mesurer, fréquence maximale à mesurer.  
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 Calibrer la force d’impact du marteau 

 Coller l’accéléromètre sur le point à mesurer du robot 

 Taper le robot par le marteau d’impact 

 Enregistrer les données.  
Grâce à un boitier de condition des signaux, les signaux de l’accélération de vibration et de la 
force d’impact sont traités et transmis au logiciel de pilotage. Le logiciel trace les courbes de 
réponse de l’accélération et de force et donne également la courbe de fonction de transfert. 

2.6.3. Comparaison des résultats  

Le Tableau 2.1 présente les résultats analytiques et expérimentaux dans la position de la 
plateforme mobile X=Y=0 et Z=300.  

Tableau 2.4 : Comparaison des résultats analytiques et expérimentaux de l’analyse statique à à 
la position de la plateforme X=Y=0 et Z=300 mm.  

 Modèle analytique Expérimentation Différence 
Δuz (μm) 0.43 0.53 19% 

On trouve que le résultat analytique est plus faible de 19% par rapport au résultat 
expérimental. Cette différence peut venir de plusieurs sources comme : les jeux dans les 
liaisons, l’imprécision des outils, des manipulations de l’essai, les déformations des supports, 
etc., ce qui donne une déformation plus élevée dans le cas réel. Ces influences sont 
généralement difficiles à contrôler et à déterminer.  

Pour l’analyse dynamique, on a fait des essais à plusieurs positions de la plateforme dans le 
plan z=0.5 (m). La Figure 2.10 présente une courbe de fonction de transfert du robot à une 
position de la plateforme. Les fréquences modales du robot à cette même position de la 
plateforme calculées par le modèle analytique sont présentées dans le Tableau 2.5. 

Tableau 2.5 : Fréquences modales du robot déterminées par la méthode analytique dans la 
position de la plateforme mobile X=Y=-100 mm et Z=500 mm 

Position de la plateforme Fréquence modale 
X Y Z f1 f2 f3 f4 

-100 -100 500 22 24 27 201 
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Figure 2.10 : Courbe de réponse dynamique du robot à la position de la plateforme  
X=Y=-100 mm et Z=500 mm 

En comparant le résultat dans le Tableau 2.5 et la Figure 2.10, on voit que le résultat 
expérimental présente aussi des valeurs proches de celles déterminées par le modèle 
analytique. On trouve aussi qu’il a une différence de 9 à15% entre les deux résultats 
analytiques et expérimentaux. Cette différence peut venir de plusieurs sources telles que : des 
frottements aux liaisons, l’imprécision des outils, la manipulation de l’essai, des bruits, les 
opérations des autres machines dans le laboratoire, etc.  

En conclusion, on voit que le modèle analytique s’accorde assez bien avec le robot réel. Bien 
qu’il y ait des différences entre le résultat analytique et le résultat expérimental, puisqu’il y a 
plusieurs influences qui ne sont pas prises en compte dans le modèle analytique. Cependant, 
le modèle permet de déterminer rapidement des comportements du robot qui sont des valeurs 
importantes pour l’application ainsi que l’évaluation de la conception du robot. Pour cette 
raison, le modèle analytique sera utilisé pour calculer des comportements du robot dans les 
parties suivantes.  
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2.7. Analyse de la rigidité statique 

Cette section présente la caractérisation de la rigidité du robot grâce à la méthode analytique 
développée dans la section 3. Cette analyse est utile pour déterminer les zones de travail 
optimales, de rigidité maximale, et celles à éviter à cause du niveau de rigidité inacceptable 
pour les exigences de tâche du robot. 

2.7.1. Caractérisation de la rigidité statique 

On note par fe=[Fx  Fy   Fz   Mx   My   Mz]T le vecteur des forces et moments externes 
appliquées à l'effecteur et par xe=[ux  uy  uz  φx  φy  φz]T le vecteur des déplacements de 
l’effecteur dans le système de coordonnées global. Nous pouvons écrire les équations 
suivantes : 

   etete e e ex Sf Kx f   (2.37) 

Où S définit la matrice de souplesse réduite aux degrés de liberté de la plateforme mobile et 
K=S-1 est la matrice de rigidité réduite du robot. Pour chaque configuration du robot, ces 
matrices présentent directement la relation entre les déplacements de la plateforme et les 
forces appliquées à la plateforme. Par conséquent, ces matrices sont souvent utilisées pour 
évaluer les performances statiques de la structure de robot [Bou01] [Hua02] [Deb06] [Li08].  

Sous le chargement externe appliqué à la plateforme mobile, les déplacements du robot sont 
calculés selon l'équation (2.31) dans la section 3. Les déplacements de la plateforme sont 
déterminés à partir du vecteur des déplacements de l'ensemble du robot. Ensuite, les termes Sij 
de la matrice de souplesse réduite sont déterminés par la formule : 

 

( ) où ( ) 0 pour
( )ij
is k k j
j
( ) où ( ) 0 pour
( )
( )i( ) k k joù ( ) 0 pourk k joù ( ) 0 pour
( )j( )

e
e

e

x f
f  

 (2.38) 

Dans le cas général, S et K sont des matrices 6x6. Afin de déduire les termes des matrices, six 
cas de charge indépendants doivent être appliqués. Plusieurs études sont focalisées sur 
certains principaux termes de la matrice de rigidité du robot, par exemple, la rigidité dans le 
sens du chargement [Pin09]. Cette simplification permet de réduire la complexité du 
problème de caractérisation du robot. Dans cette étude, on s’intéresse en priorité à la rigidité 
en translation de la plateforme. Donc, la rigidité du robot est étudiée seulement sous les 
charges concentrées appliquées dans trois directions x, y et z. L'équation (2.35) devient alors : 
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x xx xy xz x
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z zx zy zz z
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z zx zy zz zz zx zy zz zu S S S Fz zx zy zz zu S S S Fz zx zy zz zu S S S Fz zx zy zz zz zx zy zz zz zx zy zz zu S S S Fz zx zy zz zu S S S Fz zx zy zz z

 (2.39) 

Dans ce cas, il faut appliquer trois cas de chargement pour déduire la matrice de souplesse ou 
la matrice de rigidité. Trois cas de chargement Fx=1 (N), Fy=1 (N) et Fz=1 (N) sont 
respectivement appliqués sur la plateforme. Afin d’appliquer une force unitaire sur la 
plateforme, trois forces égales à 1/3 N sont appliqués en trois points M1, M2 et M3, milieux des 
trois barres formant la plateforme, dans les directions x, y et z (Figure 2.11). Ces forces sont 
équivalentes à une force appliquée au point E, centre de la plateforme. Nous avons les 
relations suivantes : 

 
3

1
E i

i 1
E i

3

E i
1

E iF F 1
 
 (2.40) 

 
3

1
E i i

i 1

3

i i
1

i iM EM F 0
 
 (2.41) 

 

Figure 2.11 : Force appliquée sur la plateforme 
Le déplacement équivalent uE du point E est déterminé en fonction des déplacements de trois 
points de chargement ui (i = 1, 2, 3) comme suit : 

 
3

1

1
3E i

i 1

1
3

3

i
1

iu u   (2.42) 

2.7.2. Rigidité du robot dans l’espace de travail et discussion 

2.7.2.1. Rigidité du robot en fonction de la position de la plate-forme 

Dans ce cas, l'orientation de la plate-forme mobile est maintenue constante : φx=φy=φz =0, et 
la rigidité du robot est étudiée en fonction de la position de la plate-forme. Pour chaque 
position de la plate-forme, la matrice de rigidité réduite du robot est calculée par l'équation : 



 
Chapitre 2 : Caractérisation statique et dynamique du robot parallèle 3CRS 

 

79 
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xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz
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xx xy xzK K K

K S 1 K K KK K Kyx yy yzK K KK K Kyx yy yzK K KK K KK K KK K K
K K K

yx yy yz

zx zy zzzx zy zzK K K
  (2.43) 

Les termes diagonaux Kii (i = x, y, z) de la matrice de rigidité K représentent la rigidité de la 
plateforme dans la direction i sous la force appliquée dans cette même direction. Les termes 
extra-diagonaux Kij (i, j = x, y, z) représentent les termes de couplage de rigidité entre la 
direction i (la direction de déplacement) et la direction j (la direction de la force appliquée). 
En utilisant le modèle analytique, l'analyse de la rigidité statique du robot 3CRS est réalisée 
dans son espace de travail. L'évolution de la rigidité du robot peut être représentée par des 
cartes 3D. La Figure 2.12 présente les cartes de rigidité pour trois niveaux z de la plateforme 
mobile : z = 0,3, 0,4 et 0,5 (m). 

En observant les diagrammes, on voit que les rigidités de couplage Kxy, Kyz et Kxz sont presque 
nulles lorsque la plateforme se rapproche du centre de l'espace de travail. Ce qui montre que 
la rigidité du robot est quasiment découplée en position centrale. 

Les diagrammes des termes diagonaux de la matrice de rigidité, Kxx, Kyy et Kzz sont 
symétriques par rapport à plan Oxz car le robot est symétrique par rapport à ce plan. Dans 
l'espace de travail considéré, les valeurs Kxx et Kyy diminuent avec l’augmentation de l’altitude 
de la plateforme. Les valeurs les plus basses sont atteintes lorsque la plateforme se déplace 
vers la position z la plus élevée. Les valeurs de la rigidité Kxx et Kyy sont presque égales, en 
particulier dans le plan z=0.4 (m) et z=0.5 (m). De plus, ils deviennent presque linéaires dans 
les plans d’altitude élevée. 

Contrairement à Kxx et Kyy, la rigidité Kzz augmente avec l'augmentation de la hauteur de la 
plateforme mobile. On voit que la rigidité dans la direction z, qui est la direction de 
chargement principal, est plus grande que celle dans les directions x et y. En plus, la rigidité 
Kzz ne change pas significativement dans chaque plan z, cette caractéristique peut conduire à 
un comportement d’exploitation stable du robot. 
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Kyy 

 
Kyz 

 
Kzz 

Figure 2.12 : Cartes de rigidité du robot 3CRS 

2.7.2.2. Rigidité du robot en fonction de l'orientation de la plateforme 

Pour cette étude, la position de la plate-forme mobile est maintenue constante à XE=YE=0 et 
ZE=400 (mm) et l'orientation de la plate-forme est variée. De la même façon, l'évolution de la 
rigidité du robot en fonction de l’orientation de la plateforme est déterminée comme présentée 
dans la Figure 2.13. Dans ce calcul, les angles de rotation φx et φy autour des axes x et y de la 
plateforme varie entre 0° et 20° et l'angle de rotation φz autour de l'axe z prend les valeurs : 0°, 
10°, 20° et 30°. 
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Kyy 

 

Kyz 
 

Kzz 

Figure 2.13 : Cartes de rigidité en fonction de l'orientation de la plateforme  
En observant la Figure 2.13, on voit que la rigidité du robot varie considérablement lorsque 
l'orientation de la plateforme change. En général, les rigidités Kxx, Kyy et Kzz augmentent avec 
l'augmentation de l'angle de rotation φz. On constate que Kxx dépend plus de φy que de φx et la 
rigidité Kyy est très dépendante de φx. C’est-à-dire que la rigidité en translation dans un sens 
dépend plus de l’angle autour de l’axe perpendiculaire avec le sens considéré.  

On peut voir également que les surfaces de rigidité deviennent plus plates avec 
l’augmentation de l'angle φz. Cela signifie que, lors que l'angle φz est faible, la variation de la 
rigidité du robot est plus importante. 
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2.7.3. Influence des déformations de la plateforme  

Dans de nombreuses études, la plateforme mobile est considérée comme un composant rigide. 
Mais, dans cette étude, le robot est modélisé avec une plateforme déformable afin de créer un 
modèle plus précis et proche de la réalité. Par conséquent, l'influence des déformations de la 
plateforme sur le comportement du robot est étudiée dans cette section. 

Deux modèles de la structure robotique sont comparés : modèle du robot avec une plateforme 
rigide et modèle du robot avec une plateforme déformable. Pour modéliser la plateforme 
rigide, les matériaux de la plateforme sont réajustés à 100 fois plus rigide que le matériau 
réellement utilisé. 

Sous des charges unitaires Fx=1 (N), Fy=1 (N) et Fz=1 (N), à la position φx=φy=φz=0, 
XE=YE=0 et ZE=400 (mm), les déformations du robot avec la plateforme rigide et du robot 
avec la plateforme déformable sont données dans le Tableau 2.6 ci-dessous. La différence en 
pourcentage entre les deux modèles est également calculée : 

Tableau 2.6 : Déplacement du centre point de la plateforme 

Déplacement 
Modèle de plateforme 

rigide 
Modèle de plateforme 

déformable 
Différence 

uxx (( m) 2.628 2.716 -3% 

uyy(( m) 2.632 2.720 -3% 

uzz (( m) 0.117 0.241 -51% 

À partir des résultats, on voit que la flexibilité de la plateforme a peu d'effet sur la 
déformation du robot dans les directions x et y. Cela signifie que la déformation du robot est 
influencée principalement par les déformations de jambes. En revanche, dans la direction z, la 
déformation de la plateforme présente une influence significative, la différence entre les deux 
modèles est de -51%. En conclusion, la modélisation avec une plateforme déformable est plus 
adéquate pour le robot 3CRS et elle améliore significativement la précision des calculs. La 
direction z est la direction de chargement principale. Donc, si on vise à optimiser la 
conception du robot 3CRS, un renforcement de la rigidité dans la direction z de la plateforme 
permettra d’améliorer la rigidité et la précision du robot. 

2.8. Analyse dynamique 

En utilisant le modèle analytique, l'analyse modale du robot 3CRS est réalisée. À chaque 
configuration du robot, les quatre premiers modes de vibrations sont déterminés. La Figure 
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2.14 illustre les quatre premières déformées modales du robot dans la position de la 
plateforme mobile φx =φy=φz=0, XE=YE=0 et ZE=400 (mm).  

 

Figure 2.14: Déformées modales du robot dans la position de la plateforme mobile  
φx =φy=φz=0, XE=YE=0 et ZE=400 (mm) 

Les fréquences modales sont calculées aux trois niveaux d’altitude z de la plateforme mobile, 
z = 0.3, 0.4 et 0.5 (m), comme présentées dans la Figure 2.15. 

En observant la Figure 2.15, on voit que le niveau z de la plateforme a une influence 
importante sur les modes de vibration de robot. Les fréquences modales f1, f2 et f4 augmentent 
fortement avec l'augmentation du niveau z de la plateforme mobile. La plus petite fréquence 
est généralement celle qui doit faire l’objet de plus d’attention dans l’utilisation. On constate 
que la fréquence la plus faible est atteinte lorsque la plateforme se déplace au niveau z le plus 
bas dans l'espace de travail du robot. Le mode de vibration 3 est un mode spécial qui est 
découplé avec la configuration du robot. Ce mode est une rotation de la plateforme autour de 
l'axe z de son système de coordonnées local. 
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En particulier, on peut voir que les fréquences modales ne changent pas significativement 
dans chaque plan z. Cette caractéristique garantit un comportement dynamique stable en 
fonctionnement du robot.  

 

f1 

 

f2 

 

f3 

 

f4 

Figure 2.15 : Cartes de fréquences modales du robot 3CRS 

2.9. Conclusions 

Dans cette étude, un modèle analytique du robot a été développé. La méthode de calcul 
proposée est la méthode d’analyse des matrices structurelles (MSA) combinée avec les 
équations de Lagrange avec multiplicateurs. Toutes les flexibilités et les paramètres 
géométriques des composants du robot ont été pris en compte dans la méthode analytique. Les 
contraintes cinématiques des liaisons passives ont été également intégrées dans le modèle. Les 
résultats analytiques sont validés par comparaison avec les résultats numériques de la MEF et 
les résultats expérimentaux.  

En utilisant le modèle analytique, les comportements statiques et dynamiques du robot ont été 
caractérisés. Les fréquences modales et les rigidités du robot ont été tracées en fonction de 
l’orientation et de la position de la plateforme mobile dans l’espace de travail cartésien. Les 
résultats montrent que la configuration influence fortement sur le comportement du robot. On 
constate que le robot a une rigidité élevée suivant l'axe z, la direction de chargement principal. 
En plus, les fréquences propres du robot ne changent pas beaucoup lorsque la plateforme se 
déplace dans un plan horizontal. C’est-à-dire que le comportement dynamique du robot est 
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assez stable dans le mouvement plan. L'impact de la plateforme déformable sur la rigidité du 
robot a été également étudié. 

Ce chapitre a présenté les contributions suivantes : 

(1) Une méthode d'analyse statique et dynamique de structure. Cette méthode prend en 
compte tous les paramètres structuraux en particulier les contraintes de liaisons passives. Elle 
peut être étendue aux autres structures de robot avec liaisons rigides ou passives ainsi que les 
structures hyperstatiques. Elle peut également être intégrée dans le programme de commande 
du robot. 

(2) Une caractérisation du robot 3CRS fournissant des valeurs et des tendances de variation 
des fréquences modales et de rigidités. Ces propriétés sont nécessaires pour l’évaluation et 
l'optimisation de la conception ainsi que pour l’adaptation de l’application du robot. Ces 
résultats sont des données d’entrée qui seront comparées aux performances du robot reconçu 
avec des bras en matériau composite.  
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3.1. Introduction 

Les segments des bras du robot 3CRS ont été choisis pour une re-conception en matériau 
composite, parce qu’ils sont les composants les plus importants dans la structure du robot et 
ils ont le plus d’influence sur le comportement du robot. Ce chapitre présente la conception en 
matériau composite d’un segment. En fait, les caractéristiques du segment dépendent de sa 
géométrie ainsi que de son matériau. Pour l’objectif d’avoir un segment optimal en composite, 
on effectue donc dans ce chapitre à la fois :  

 une optimisation de la forme du segment. En effet, la conception de forme d’une pièce a 
un rôle primordial dans l’augmentation des performances et la réduction de masse des pièces 
puisqu’elle influence fortement sa masse, sa résistance, sa durée de vie et son utilisation 
[Duy96].  

 et une optimisation de la structure du matériau composite. Les propriétés du composite 
dépendent des propriétés des constituants et de leur disposition. Par conséquent, la structure 
du composite doit être optimisée pour mieux s’adapter aux sollicitations. 

3.2. Optimisation de la forme du segment mobile du bras 
robotique 

Cette partie présente l’optimisation de forme du segment du bras robotique qui sera reconçu 
en matériau composite. L’optimisation va prendre en compte les sollicitations sur le robot 
pour trouver une forme du segment la plus adaptée aux chargements. Par conséquent, cette 
partie comprend les travaux principaux suivants : 

 un calcul des efforts dans le bras robotique qui permet d’identifier les efforts ayant les 
influences les plus importantes sur le segment,  

 une optimisation de la forme du segment par une méthode analytique. 

3.2.1. Efforts dans le bras robotique 

Le schéma de calcul est présenté comme indiqué à la Figure 3.1. AB est le segment du robot à 
reconcevoir. Dans le système de coordonnées du segment AB, au point B, c’est un joint 
sphérique, il y a trois forces dans trois directions x, y et z : FBx, FBy et FBz. Au point A, il y a 
trois forces dans trois directions x, y et z et deux moments autour des axes x et y : MAy et MAx, 
le moment autour de l’axe z, Mz, est égal à 0 car c’est une liaison pivot. 
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Figure 3.1 : Schéma de calcul d’un bras robotique 

Dans le système de coordonnées du segment AB, on a les équations d’équilibre du segment 
AB suivantes : 

 Trois équations d’équilibre des forces : 

 0Ax BxF F 0Ax BxF FAx BxF FAx Bx   (3.1) 

 0Ay ByF F 0Ay ByF FAy ByF FAy By   (3.2) 

 0Az BzF F 0Az BzF FAz BzF FAz Bz  (3.3) 

 Trois équations d’équilibre des moments au point A : 

 0AxM 0   (3.4) 

 * 0Ay BzM F L* 0Ay BzM F L* 0M F L* 0Ay BzM F LAy Bz   (3.5) 

 * 0Az ByM F L* 0Az ByM F L* 0M F L* 0Az ByM F LAz By   (3.6) 

Au point A, c’est une liaison pivot, on a MAz =0. À partir des équations (3.2) et (3.6), on peut 
déduire FBy=FAy=0. Il n’existe donc que trois efforts sur le segment AB : une force de 
traction/compression selon l’axe x, une force de cisaillement selon l’axe z et un moment de 
flexion autour de l’axe y.  

Sous l’hypothèse quasi-statique, au nœud A, les efforts dans le segment AB s’équilibrent avec 
des efforts engendrés par les actionneurs qui comprennent : une force de translation Fm et un 
moment de rotation τm. On a donc les équations d’équilibre : 

 Ay mM sinM sin m   (3.7) 



 
Chapitre 3 : Conception en matériau composite du segment du bras robotique  

 

89 
 

 Ax mF cos FF cos FmF cos FmF cos Fm   (3.8) 

Dans le cas le plus critique, les sollicitations maximales sont appliquées par les actionneurs et 
ces valeurs sont τm=30 (Nm) et Fm=5026 (N). On constate que les efforts dans le segment AB 
sont des fonctions de l’angle α, l’angle du segment AB par rapport l’axe horizontal dans son 
plan de mouvement. Au point A, les efforts sont les plus grands, ils sont déterminés comme 
suit : 

 m
AyM M

sinsin
M MM MmM Mm

sin
M MmM MmM M

sin  
 (3.9) 

 m
Ax

FF N
coscos
FF NF NmF NmFF NFF N

 
 (3.10) 

 Ay
Az

M
F T

L
AyM AyM AyF TF TF TF TAyF TAy

L
 (3.11) 

Ici, on néglige la masse du bras (P≈ 5 N) parce qu’elle est très petite par rapport aux forces de 
sollicitation. Des diagrammes de moment de flexion et de force de traction/compression en 
fonction de l’angle du segment α sont présentés à la Figure 3.2 : 

 
(a) 

 
(b) 

Figure 3.2 : Efforts en fonction de l’angle du bras : (a) Moment de flexion    (b) Force de 
traction/compression 

Le segment du bras initial est en aluminium et de longueur L=0.6 m. Il se constitue de deux 
pièces de connexion et un tube d’épaisseur 2 mm. Sa section droite de dimensions extérieures 
30 mm x 30 mm (Figure 3.3).  

 

Figure 3.3 : Segment du bras initial 
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Les contraintes maximales dans le segment peuvent être calculées par les équations : 

 (max,min)L
N M
A W(max,min)L
N M
A W

  (3.12) 

 T
T
AT
T
A

  (3.13) 

Où N est la force de traction/compression calculée comme dans l’équation (3.9). M est le 
moment de flexion calculé comme dans l’équation (3.10). T est la force de cisaillement 
calculée comme dans l’équation (3.11). A et W sont respectivement la superficie et le module 
de flexion de la section étudiée. 

Les contraintes dans le segment se présentent comme dans la Figure 3.4 suivante : 

 
Figure 3.4 : Contrainte maximale dans le segment en fonction de l'angle α 

En observant la Figure 3.4, on voit que la contrainte de cisaillement est très petite devant les 
contraintes de flexion et de traction/compression, σT<1 MPa. Donc, l’influence de la force de 
cisaillement est négligée dans cette étude. Le segment est considéré travailler simultanément 
en flexion et traction/compression.  

En observant la Figure 3.4, pour des valeurs élevées de l’angle α, on voit que la contrainte de 
traction/compression est beaucoup plus grande que la contrainte engendrée par le moment de 
flexion. Dans ce cas de sollicitation, une section uniforme est la plus convenable pour le 
segment. La section uniforme le long du bras est donc choisie pour la conception du segment 
robotique.  
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3.2.2. Optimisation de la forme du segment robotique 

Cette partie présente une optimisation de la forme du segment du bras du robot 3CRS en 
prenant en compte les sollicitations sur le robot.  

3.2.2.1. Critère d’optimisation 

Le segment du bras de robot 3CRS travaille comme une poutre supportant à la fois un 
moment de flexion et une force de traction/compression. Dans ce cas de chargement, les 
critères d'optimisation peuvent être : 

 Minimisation de poids → minimiser ρAL 

 Haute rigidité → maximiser la rigidité en flexion EI ou la rigidité en 
traction/compression EA.  

 Maximisation de la première fréquence de vibration → maximiser la fréquence de 

vibration en mode de flexion 
2

2
r EI

L A

2 EI
L A

EI
2
r

L AL AL AL AL A2L A2
r EI

L AL A
 parce que le mode de vibration en flexion est plus 

critique que le mode de vibration en traction/compression. 

Afin d'augmenter simultanément les performances statiques et dynamiques du segment, la 
maximisation du rapport EI/ρA est choisie comme le critère d'optimisation dans cette étude. 
Ce critère est multi-objectif parce qu’il est le rapport dans la racine du troisième critère 
d'optimisation et peut être obtenu par le rapport entre le deuxième critère d'optimisation et le 
premier critère d'optimisation. 

Le rapport EI/ρA peut être décomposé en deux parties E/ρ et I/A. E/ρ est le rapport entre le 
module d’Young et la densité du matériau, il dépend du matériau utilisé et se retrouve dans le 
diagramme d’Ashby, souvent utilisé pour comparer et sélectionner les matériaux [Ant14].  

Le rapport I/A, égal au carré du rayon de giration, est le rapport entre le moment quadratique 
et l’aire de la section. Cette fraction dépend de la géométrie de la section. Pour le problème 
d'optimisation de la section, le critère d’optimisation est donc : 

 max(I/A) (3.14) 

3.2.2.2. Variables d’optimisation 

Un problème d’optimisation de forme est généralement compliqué parce qu’il dépend de 
plusieurs variables. Pour traiter ce problème, on prédéfinit souvent quelques paramètres pour 
diminuer la dimension du problème. Dans notre étude, nous prédéfinissons quelques 
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paramètres pour assurer la structure du robot et également pour avoir un problème 
d’optimisation de taille réduite. Les paramètres prédéfinis sont les suivants : 

 Longueur du bras robotique, L=0.6 m 

 Épaisseur minimale de la section emin=3 mm 

 Module d’Young longitudinal du composite, Ec= 36 GPa 

Variables de la section 

Une section de forme tubulaire elliptique (Figure 3.5) avec des dimensions paramétrées est 
choisie pour l’optimisation afin d’éviter des coins aigus difficiles à réaliser en fabrication. Les 
variables d’optimisation de cette section sont :    

 un grand rayon externe a1. Le principal rayon de la section externe est limité à 20 mm, 
a1≤20 mm. 

  un coefficient k1, coefficient entre le rayon principal et le rayon mineur, 0<k1≤1. Le 
rayon mineur est égal à k1a1.  

 un rayon interne a2  

 et k2, le coefficient entre deux rayons intérieurs, où 0 <k2≤ (k1a1- emin) /a2. 

 
Figure 3.5 : Forme générale de la section  

3.2.2.3. Contraintes d’optimisation 

Les rigidités en flexion et en traction/compression du nouveau bras doivent être égales ou 
supérieures à ces valeurs du bras initial en aluminium et sa masse doit être aussi égale ou plus 
faible. Ces conditions d'optimisation sont présentées dans les équations suivantes : 

Rigidité en flexion : EcI≥EAlI0  (3.15) 
Rigidité en traction/compression :  EcA≥EAlA0  (3.16) 
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Masse :  ρcA≤ρAlA0 (3.17) 
Où : Ec et ρc sont respectivement le module et la densité du matériau composite. EAl et ρAl sont 
le module et la densité du matériau d'aluminium. 

I et A sont le moment quadratique et l’aire de la section optimisée. I0=29419 mm4 et A0=224 
mm2 sont le moment quadratique et l’aire de la section initiale du segment. 

On voit que la densité du matériau composite est encore inconnue. Donc, pour la condition de 
masse, la densité du composite sera recalculée et utilisée comme une condition d’optimisation 
de la structure du matériau composite dans le chapitre suivant. L’équation (3.17) peut donc 
être réécrite comme : 

 0 /c Al A Ac Al A A0 /c Al A A0A A0 /A A/   (3.18) 

3.2.2.4. Solution analytique 

Les caractéristiques I et A de la section tubulaire elliptique du segment (Figure 3.5) sont 
calculées en fonction des paramètres de dimension k1, a1, a2 et k2 comme dans les formules 
suivantes : 

 
4 4

2 21 1 2 2
1 1 2 24 4

k a k aI et A k a k a
4 4k a k a4 4k a k a4 4

1 1 2 2

4 4
et A k a k a1 1 2 2k a k a1 1 2 2k a k a1 1 2 2 et A k a k a2 2

1 1 2 2et A k a k a2 2et A k a k a2 2
1 1 2 2et A k a k a1 1 2 2   (3.19) 

 On a donc : 
4 4

1 1 2 2
2 2

1 1 2 24( )
k a k aI

A k a k a

4 4
1 1 2 2k a k a4 4k a k a4 4
1 1 2 2k a k a1 1 2 21 1 2 2

2 2

k a k a1 1 2 2k a k a1 1 2 2

A k a k a4( )A k a k a4( )2 24( )2 2A k a k a2 24( )2 2
1 1 2 2k a k a1 1 2 2k a k a1 1 2 2

2 2
1 1 2 24( )2 24( )2 2
1 1 2 24( )1 1 2 24( )A k a k a4( )2 24( )2 2A k a k a2 24( )2 2
1 1 2 24( )1 1 2 2A k a k a1 1 2 24( )1 1 2 2

2 22 24( )2 2A k a k a2 24( )2 2   (3.20) 

On pose 
4 4

1 1 2 2
2 2

1 1 2 2

k a k ag
k a k a

4 4
1 1 2 2k a k a4 4k a k a4 4
1 1 2 2k a k a1 1 2 21 1 2 2

2 2

k a k a1 1 2 2k a k a1 1 2 2

k a k a2 2k a k a2 2
1 1 2 2k a k a1 1 2 2k a k a1 1 2 2

2 2
1 1 2 2k a k a2 2k a k a2 2
1 1 2 2k a k a1 1 2 2

2 22 2k a k a2 2 , le problème d'optimisation peut être écrit comme suit : 

 max(g(a1,k1,a2,k2)) (3.21) 
Sous les contraintes 

 2 2
1 1 2 2 min
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Al
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Il existe plusieurs méthodes analytiques pour résoudre les problèmes d'optimisation : la 
dérivation du premier ordre, la méthode des multiplicateurs de Lagrange, la méthode de 
Newton, la méthode de pénalité, etc. [Gay12] [Gar13]. Théoriquement, les valeurs optimales 
des variables de conception, si elles existent, doivent correspondre à un point fixe où le 

gradient de la fonction objectif est nul . Dans cette étude, le problème d'optimisation est 



 
Chapitre 3 : Conception en matériau composite du segment du bras robotique  
 

94 
 

résolu en considérant directement les dérivées du premier ordre de la fonction objectif en 
fonction des variables. 

On fait la dérivation de la fonction g par rapport aux variables, on a donc : 
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→ g est croissant avec k2 (*) 

On pose t=k2/k1 (0<t), l’équation g devient : 
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Par la même façon, on peut justifier que 
2

0g
a
g 00

2a
0  → g est croisant avec a2 (***)     

De (*), (**) et (***), on voit que pour maximiser g, il faut maximiser les valeurs a1, a2, et k2. 
On peut déterminer d’abord les variables a1 et k2 par la prise de leur valeur maximale dans leur 
intervalle (section 2.2), on a donc : 

 a1=20 mm   et   k2= (k1a1- emin) /a2 (3.29) 
Deux variables géométriques sont définies, deux variables a2 et k1 sont encore inconnues. En 
considérant les conditions de contraintes d’optimisation, on voit que la satisfaction de la 
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condition (3.22) donne également une satisfaction de la condition (3.23). Donc, en utilisant la 
condition (3.22), on a l’équation suivante : 
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En remplaçant k2= (k1a1- emin) /a2 dans l’équation (3.30), on a : 
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 , la dérivé de f(k1) par rapport à k1 conduit à l’équation: 

 1 min min 1
2 2

1 1 1 min

( )
( )

a A e af
k k a e

1 min min 11 min min 1( )1 min min 1( )( )a A e a( )1 min min 1( )1 min min 1a A e a1 min min 1( )1 min min 11 min min 1( )1 min min 1( )1 min min 1( )a A e a( )1 min min 1( )1 min min 1a A e a1 min min 1( )1 min min 1f ( )a A e a( )a A e a( )1 min min 11 min min 11 min min 1( )1 min min 1( )a A e a( )1 min min 1( )1 min min 1a A e a1 min min 1( )1 min min 11 min min 11 min min 11 min min 1( )1 min min 1a A e a1 min min 1a A e a1 min min 1( )a A e a( )1 min min 1( )1 min min 1a A e a1 min min 1( )1 min min 1
2 2

1 1 1 min( )2 2( )2 2
1 1 min( )1 1 mink k a e1k k a e1 ( )k k a e( )2 2( )2 2k k a e2 2( )2 2
1 1 min( )1 1 mink k a e1 1 min( )1 1 min

2 2
1 1 min( )1 1 min( )1 1 mink k a e2 2k k a e2 2( )k k a e( )2 2( )2 2k k a e2 2( )2 2
1 1 min( )1 1 mink k a e1 1 min( )1 1 mink k a e2 2k k a e2 2k k a e2 22 2( )2 2k k a e2 2( )2 2   (3.33) 

Vu que Amin-πemina1 =436-π×3×20=247 (mm2)> 0, f est croissant avec k1, où 0<k1≤1. Pour 
maximiser a2, k1 est donc égale à 1, la valeur maximale dans son intervalle. L’équation (3.32) 
devient : 
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Nous avons choisi a2=15 (mm), puis k2= (k1a1-emin)/a2=1.13. La section optimale est présentée 
à la Figure 3.6.  

 
Figure 3.6 : Solution optimale 
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3.2.2.5. Validation de conditions de contraintes 

Les caractéristiques de la section optimale, présentées dans la Figure 3.6, sont calculées ci-
après : 
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D’après le critère (3.19), on trouve que les rigidités en traction/compression du segment initial 
et du segment composite ont des valeurs similaires comme indiqué à l’équation suivante : 
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224
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224

  (3.36) 

En vérifiant le critère (3.18), on voit que la rigidité en flexion du nouveau segment est plus 
grande de 41% que celle du segment initial. 
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On trouve qu’afin d’assurer la condition de masse (3.20), la densité du matériau composite 
doit être plus petite que 1.33 g/cm3. Cette valeur sera donc un critère pour la conception du 
matériau composite dans le chapitre suivant. 

 31.33(g/ cm )Al o
c Al o c

AA A
A
A

c Al oA Ac Al oA Ac Al o 1.33(g/ cm )1.33(g/ cm )Al o
c Al o cA Ac Al oA Ac Al o A

Al oAAl oAAl o   (3.38) 

En conclusion, dans l’objectif d’une reconception en matériau composite, une étude 
d’optimisation de la forme du segment du robot 3CRS est réalisée dans cette section. La 
forme du segment a été d’abord optimisée pour mieux l’adapter aux sollicitations sur le robot. 
Cette optimisation permet aussi de prédéfinir les exigences des propriétés du matériau 
composite qui constituent les contraintes d’optimisation pour la conception de structure du 
matériau composite dans la section suivante.  

3.3. Conception et optimisation du matériau composite 

Dans cette section, le matériau du segment du bras robotique, qui est un matériau composite, 
sera étudié. On a trouvé que le segment du robot 3CRS travaille principalement en état de 
contrainte « traction/compression » dans la direction longitudinale du segment. Pour cette 
raison, des propriétés longitudinales comme : le module d’Young longitudinal, le facteur 
d’amortissement longitudinal sont les valeurs les plus importantes à optimiser. La masse 
volumique du composite doit être également prise en compte. D’après la section précédente, 
les propriétés du composite doivent satisfaire les conditions : 
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 3

36 GPa

1.33 g/ cm
L

c

E 36 GPaLELEL 36 GPaLELEL 36 GPa

1.33 g/ cm1.33 g/ cmcc 1.33 g/ cm1.33 g/ cm
  (3.39) 

Plusieurs composites à fibres naturelles ont été étudiés dans la recherche. En général, les 
composites à fibres naturelles présentent souvent des rigidités plus petites que 25 (GPa), ce 
qui est insuffisant pour une application au robot 3CRS. Donc, un composite stratifié hybride 
(CSH) constitué de fibres synthétiques et de fibres naturelles est envisagé dans cette étude. En 
raison de leur disponibilité au laboratoire, des tissus de lin et des tissus de carbone sont 
utilisés pour les renforts et la résine époxy est utilisée pour la matrice. La structure envisagée 
pour le composite stratifié hybride comprend trois couches : deux couches de peaux en 
composite de renfort à tissé de carbone (CRTC) et une couche d’âme en composite de renfort 
à tissé de lin (CRTL). Les deux couches CRTC sont disposées suivant la même orientation 
afin que la structure du CSH soit symétrique. La Figure 3.7 présente la structure du CSH. 
Cette structure présente des avantages tels que : les peaux en CRTC ont une résistance et une 
rigidité mécanique élevée et une bonne résistance vis-à-vis des influences de l’environnement 
(température, humidité, milieu alcalin ou acide) et la couche d’âme en CRTL est légère, assez 
rigide et a une capacité d’amortissement beaucoup plus élevée que celle du composite à fibre 
de verre ou de carbone [Duc14]. 

 
Figure 3.7 : Structure du composite hybride 

Pour cette structure du CSH, les paramètres structurels sont les propriétés mécaniques des 
matériaux constituants (fibre de lin, fibre de carbone et résine époxy), les orientations des 
couches et les épaisseurs des couches CRTC et CRTL. L’objectif de cette section est de 
trouver la structure du CSH la plus adaptée aux exigences mécaniques du robot 3CRS. Afin 
d’analyser et d’optimiser la structure du CSH, il faut établir un modèle d’homogénéisation de 
sa structure qui permet d’identifier ses propriétés. Pour ces raisons, les travaux de cette partie 
s’organisent en cinq sous-sections comme ci-après :  

 La première est la détermination expérimentale des propriétés mécaniques des matériaux 
constituants : la fibre de lin, la fibre de carbone et la résine époxy. 

 La deuxième est l’établissement du modèle analytique d’homogénéisation du CSH.  

 La troisième sous-section est la validation du modèle. 

 La quatrième sous-section est l’analyse des propriétés du CSH. 
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 La cinquième sous-section est l’optimisation de la structure du CSH.  
 

3.3.1. Détermination des propriétés des matériaux constituants 

Comme déjà mentionné, les matériaux constituants du CSH sont les fibres de lin, les fibres de 
carbone et de la résine époxy. D’abord, des propriétés mécaniques des matériaux constituants 
sont expérimentalement déterminées, ces valeurs seront des données du modèle 
d’homogénéisation.  

3.3.1.1. Masse volumique des matériaux constituants 

3.3.1.1.1. Fibres 

Le principe de l’essai est la détermination de la densité d’une fibre par rapport la densité d’un 
solvant qui est peu absorbé par la fibre, à partir des masses de différents mélanges liquides 
ayant le même volume. Les essais expérimentaux ont été réalisés à l’aide d’équipements du 
laboratoire de l’IUT à Clermont Ferrand. Les dispositifs principaux sont : 

 Des pycnomètres constitués de deux éléments en verre s'assemblant précisément par un 
joint en verre rodé : une fiole et un bouchon percé d'un tube très fin (capillaire). Lorsque l'on 
ajuste le bouchon sur la fiole, le trop-plein de liquide s'échappe par l'extrémité supérieure du 
tube et, dans la mesure où ce tube est très fin, le volume de liquide est déterminé avec une 
grande précision. 

 Une trompe à eau et des ultrasons qui sont utilisées pour le dégazage des bulles d’air 
dans le mélange liquide avec les fibres. 

 Une balance de précision jusqu’à 0.1 mg. 

 
a) 

 
b) 

Figure 3.8 : Dispositifs de l’essai pour déterminer la densité d’une fibre : a) Pycnomètre    
b) Trompe à eau 

http://fr.wikipedia.org/wiki/Fiole
http://fr.wikipedia.org/wiki/Tube_capillaire


 
Chapitre 3 : Conception en matériau composite du segment du bras robotique  

 

99 
 

Le solvant utilisé est le xylène, sa densité selon la littérature est de 0.86. Pour notre essai, le 
protocole de l’essai comprend deux étapes : 

Première étape : Re-détermination de la densité du solvant 

 Peser le pycnomètre vide de masse m1. 

 Peser le pycnomètre plein d’eau. Soit m2 la masse mesurée. 

 Peser le pycnomètre plein de xylène. Soit m3 la masse mesurée.  

La formule pour déterminer la densité du xylène est : 

 3 1

2 1
x

m md
m m
m m3 1m m3 1m m3 13 1m m3 1m m3 1

2 1m m2 1m m2 1
  (3.40) 

Deuxième étape : Détermination de la densité de la fibre. Le protocole est le suivant : 

 Préparer des fibres, couper des fibres, les introduire dans le pycnomètre propre et sec. 
Peser le pycnomètre avec les fibres. Soit m4 la masse mesurée. 

 Verser le xylène dans le pycnomètre qui a déjà des fibres, il ne faut pas tout remplir pour 
que le liquide ne déborde pas dans l’étape suivante.  

 Mettre le pycnomètre sans la partie capillaire dans la fiole à vide de la trompe à eau pour 
sortir les bulles d’air la première fois. Après, mettre le pycnomètre dans l’appareil à ultrasons 
pour sortir des bulles d’air la deuxième fois.  

 Compléter l’ajustement du pycnomètre avec du xylène. Peser le pycnomètre avec des 
fibres et du xylène. Soit m5 la masse mesurée. 

La densité des fibres est déterminée par la formule : 

 4 1

3 1 5 4( ) ( )f x
m md d

m m m m
4 1m m4 1m m4 1d d4 1d d4 14 1m m4 1d d4 1m m4 1

f x( ) ( )f x( ) ( )
m md dd df xd df x
m md dm m

3 1 5 4( ) ( )3 1 5 4( ) ( )3 1 5 4
f x( ) ( )f x( ) ( )

d df xd df x( ) ( )m m m m( ) ( )3 1 5 4( ) ( )3 1 5 4m m m m3 1 5 4( ) ( )3 1 5 4( ) ( )f x( ) ( )m m m m( ) ( )f x( ) ( )f x( ) ( )f x( ) ( )
d df xd df x   (3.41) 

Plusieurs essais ont été effectués sur chaque type de fibre de lin et de carbone. Les valeurs 
moyennes des résultats d’essais se présentent dans le Tableau 3.1. On voit que les résultats 
expérimentaux s’accordent bien avec les valeurs de la littérature. 

Tableau 3.1 : Densité des fibres 

Fibre Expérimental Valeur dans la référence 
Fibre de lin (g/cm3) 1.483 1.4-1.5 [Yan14] 

Fibre de carbone (g/cm3) 1.894 1.7-2 [Bal13] 
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3.3.1.1.2. Résine époxy  

La résine époxy 1045N, produite par l’entreprise Résoltech, est utilisée pour la matrice du 
composite. D’après son manuel, la densité de la résine est de 1.12 g/cm3. Des essais 
expérimentaux ont été effectués au laboratoire pour vérifier cette valeur. Une plaque en résine 
époxy a été d’abord moulée. La plaque a été ensuite coupée en éprouvettes rectangulaires. Les 
masses des éprouvettes mépoxy sont mesurées par une balance et leurs dimensions (b, l, e) sont 
mesurées par un pied à coulisse. Donc, la masse volumique de la résine époxy est déterminée 
par la formule. 

 époxy époxy
époxy

m m
V b l eépoxy
époxy époxym mépoxy époxym mépoxy époxy

V b l e
époxy époxym mépoxy époxym mépoxy époxy

V b l eV b l eV b l e
  (3.42) 

Plusieurs éprouvettes sont mesurées, le résultat moyen avec écart-type est :  

 31.133 0.019( / )époxy époxy époxyU g cmépoxy époxy époxyépoxy époxy époxyépoxy époxy époxyUépoxy époxy époxyUépoxy époxy époxy 1.133 0.019( / )g cm1.133 0.019( / )g cm1.133 0.019( / )1.133 0.019( / )1.133 0.019( / )1.133 0.019( / )  (3.43) 

On voit que le résultat expérimental s’accorde au résultat donné par le manuel avec une bonne 
précision. 

3.3.1.2. Module d’Young des matériaux constituants 

3.3.1.2.1. Fibres 

Le dispositif mis en place pour la détermination du module d’Young des fibres est présenté à 
la Figure 3.9. Le système comprend un ordinateur sur lequel est installé un logiciel de pilotage 
et une machine d’essai INSTRON 5543 équipée de capteurs de force et de déplacement.  

 
Figure 3.9 : Dispositifs d’essai pour déterminer les modules d'Young des fibres 
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L’essai de traction est utilisé pour déterminer le module d’Young des fibres. D’abord, les 
éprouvettes ont été préparées. Les fibres testées doivent être des fibres élémentaires, il faut 
donc que les fibres soient bien choisies et séparées à partir des tissus.  

Le protocole d’essai est le suivant : 

 Mesurer le diamètre de la fibre grâce à un microscope. Le microscope prend une image 
de la fibre. Le diamètre de la fibre est calculé en fonction de la dimension sur l’image et de la 
résolution du microscope.  

 Coller la fibre sur un cadre en papier. 

 Mettre le cadre dans les mors de la machine INSTRON 5543 pour que la fibre soit 
verticale. La distance entre deux mors est d’environ 10 mm. Puis couper les deux bords du 
cadre. 

 Choisir l’essai de traction dans le logiciel de pilotage, régler des conditions et ajuster la 
longueur de la fibre (distance entre deux mors).  

 Lancer l’essai. 

Au cours de l’essai, le capteur de force et le capteur de déplacement mesurent la force de 
traction sur la fibre et le déplacement entre les deux mors. Ces données sont traitées dans le 
logiciel de pilotage qui permet de tracer la courbe de contrainte-déformation. Le module 
d’Young de la fibre est déterminé par la tangente de l’angle entre la courbe de traction 
supposée linéaire et l’axe horizontale. 

Plusieurs essais sont effectués sur des fibres de lin et de carbone. La Figure 3.10 présente la 
courbe contrainte-déformation d’une fibre de carbone et d’une fibre de lin.  

 
a) 

 
b) 

Figure 3.10 : Courbe contrainte-déformation : a) Fibre de carbone b) Fibre de lin 
En observant la Figure 3.10, on voit que la fibre de carbone présente un comportement 
purement élastique linéaire. Elle a aussi une résistance à la rupture et un module d’Young 
élevée. La fibre de lin présente un comportement non linéaire, une partie non-linéaire se 
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trouve dans la zone de petites déformations. Ce résultat s’accorde avec celui disponible dans 
la littérature [Cha06]. 

À partir de plusieurs essais, les résultats moyens des modules d’Young des fibres 
sont déterminés comme indiqué dans le Tableau 3.2. On trouve que les résultats 
expérimentaux s’accordent avec ceux de la bibliographie.   

Tableau 3.2 : Module d’Young des fibres 

Fibre Expérimental Valeur dans la référence 
Fibre de lin (GPa) 35±8 12-85 [Bou11] 

Fibre de carbone (GPa) 145±20 33-827 [Dup08] 

3.3.1.2.2. Résine époxy 

Les dispositifs pour déterminer le module d’Young de la résine époxy sont présentés à la 
Figure 3.11. Ils comprennent : 

 un ordinateur sur lequel installé un logiciel de pilotage de la machine 

 un extensomètre pour mesurer la déformation de l’éprouvette 

 et une machine d’essai Zwick équipée d’un capteur de force. 

 
Figure 3.11 : Dispositifs de l’essai 

Des plaques de dimensions 100x100x2 mm3 en résine époxy ont été fabriquées. Elles sont 
ensuite coupées en plusieurs éprouvettes de dimensions d’environ 6x100x2 mm3. Ensuite, les 
essais de traction sont réalisés sur les éprouvettes selon le protocole suivant : 

 Mesurer des dimensions de l’éprouvette. 
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 Mettre l’éprouvette dans les mors de la machine Zwick. Ajuster l’éprouvette pour 
qu’elle soit verticale.  

 Mettre les pinces de l’extensomètre sur l’éprouvette. 

 Dans le logiciel de pilotage, choisir l’essai de traction, entrer les dimensions de 
l’éprouvette. La longueur de référence de l’éprouvette est la distance entre les deux pinces de 
l’extensomètre. La force de chargement est choisie d’augmenter de 0 à 200 N.  

 Lancer l’essai. 

Le principe de mesure est le même que celui de l’essai sur les fibres. La Figure 3.12 
représente la courbe contrainte-déformation d’une éprouvette en résine époxy.  

 

Figure 3.12 : Courbe contrainte - déformation de l'époxy 
En observant la Figure 3.12, on voit que l’angle d’inclination de la courbe de comportement 
de la résine est élevé à petite déformation. Cet angle diminue avec l’augmentation de la 
déformation mais cette diminution est très faible. D’après le résultat expérimental, le module 
d’Young moyen la résine époxy est d’environ 2.7±0.4 (GPa), cette valeur est plus faible que 
celle indiquée dans le manuel du fournisseur qui est de 3.5 GPa. Cette différence est liée au 
procédé de fabrication. En effet, la résine d’époxy a durci à la température ambiante, donc, le 
cycle de température est différent de celui optimal proposé par le fournisseur. Cependant, 
cette différence des résultats est acceptable. De plus, le module d’Young de la matrice a peu 
d’influence sur le module d’Young du composite puisqu’il est beaucoup plus faible par 
rapport à celui des fibres de renforts.  

Dans cette étude, pour la fabrication des composites, le durcissement des composites 
s’effectue donc à la température ambiante. Dans le modèle d’homogénéisation du CSH, la 
valeur arrondie de 3 GPa sera utilisée pour le module d’Young de la résine époxy, cette valeur 
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est une valeur dans l’intervalle du résultat expérimental et elle se situe entre le module moyen 
du résultat expérimental et le module donné par le fournisseur.  

3.3.1.3. Facteur d’amortissement des matériaux constituants 

3.3.1.3.1. Fibres  

D’après notre recherche bibliographique, il existe des études qui donnent les facteurs 
d’amortissement des composites à fibres végétales, mais à notre connaissance, il n’existe pas 
de travaux sur les facteurs d’amortissement des fibres végétales dans la littérature. Donc, on 
teste ici les fibres végétales pour déterminer leur facteur d’amortissement.  

Bien qu’on envisage d’utiliser les fibres de lin pour le composite stratifié hybride, on a testé 
aussi d’autres types de fibres végétales, ce sont : les fibres de kénaf, les fibres de 
rhectophyllum camerounaise et les fibres de sisal.  

Les fibres sont présentées dans la Figure 3.13 ci-dessous : 

 
a) Fibre de lin 

 
b) Fibres de kénaf 

 
c) Fibres de sisal 

 
d) Fibres de rhectophyllum camerounaise 

Figure 3.13 : Fibres végétales 
Les essais ont été réalisés au laboratoire de Chimie à Clermont Ferrand en utilisant les 
dispositifs suivants : 

 un ordinateur qui conditionne des essais et traite des données 

 et un rhéomètre de marque RHEO  
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a) 

 
b) 

Figure 3.14 : a) Rhéomètre RHEO   b) Mise en place d’une fibre 
Le type d’essai utilisé est l’essai de traction dynamique avec un balayage de la fréquence. La 
fréquence d’excitation augmente progressivement de 0.1 (rad/s) à 100 (rad/s).  

Le protocole de l’essai comprend les étapes suivantes : 

 Séparer la fibre 

 Mettre la fibre dans deux pinces pour que la fibre soit bien serrée et un peu tendue.  

 Dans le logiciel de pilotage, choisir le type d’essai : traction dynamique avec la 
fréquence balayée.  

 Rentrer les paramètres de l’essai, dont l’amplitude de déformation est de 0.5%, et la 
fréquence varie de 0.1 à 100 (rad/s).  

 Lancer l’essai 

Au cours de l’essai, la contrainte et la déformation de la fibre sont mesurées en fonction du 
temps. Le facteur d’amortissement est déterminé par la tangente de l’angle de déphasage entre 
la contrainte et la déformation. À partir des résultats expérimentaux, les facteurs 
d’amortissement des fibres de lin, de sisal, de kénaf et de rectophyllum sont présentés à la 
Figure 3.15.  
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Figure 3.15 : Amortissement des fibres 

En observant la Figure 3.15, on voit qu’aux fréquences en dessous de 1 rad.s-1, les facteurs 
d’amortissement des fibres végétales présentent des valeurs grandes qui diminuent rapidement 
en fonction de la fréquence. De 1 rad.s-1 à 10 rad.s-1, ces facteurs diminuent progressivement. 
Dans la zone de 10 rad.s-1 à 100 rad.s-1, ils sont assez stables. On sait que les robots travaillent 
souvent sous des fréquences d’excitation élevée, donc, le facteur d’amortissement des fibres 
sera défini par une valeur dans la zone de 10 rad.s-1 à 100 rad.s-1. Donc, la stabilité du facteur 
d’amortissement permet de faciliter le choix et de rendre le modèle d’homogénéisation du 
matériau composite plus fiable.  

On constate que les facteurs d’amortissement des fibres végétales sont beaucoup plus élevés 
que ceux des métaux traditionnels (l’acier 0.1% et l’aluminium 0.2%). A 100 rad.s-1, les 
facteurs d’amortissement des fibres de lin et de kénaf sont d’environ 4 %. Le facteur 
d’amortissement de la fibre de sisal présente une valeur d’environ 6% et le facteur 
d’amortissement de la fibre rhectophyllum est d’environ 8.5 %.  

3.3.1.3.2. Époxy 

Pour déterminer le facteur d’amortissement la résine époxy, le principe de l’essai est le même 
que celui de l’essai sur les fibres. Cependant, la raideur de l’éprouvette en résine époxy est 
beaucoup plus grande que celle des fibres. Il faut donc utiliser d’autres dispositifs 
expérimentaux, ce sont : 
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 un Viscoanalyseur VA2000 de Metravib.  

 un ordinateur sur lequel installé le logiciel de pilotage Dynatest 

 

Figure 3.16 : Les dispositifs expérimentaux de l’essai de détermination du facteur 
d’amortissement de la résine époxy 

Pour déterminer le facteur d’amortissement longitudinal, les éprouvettes sont sollicitées en 
traction-compression. La force appliquée doit être inférieure à la force de flambement donnée 
par la formule suivante. 

 2
2

2

c
EIF P
L 2cF PcF Pc

2
2

EI
2L 22L

22

  (3.44) 

avec L, longueur effective de l’éprouvette qui est égale à la distance entre deux mors de la 
machine.  

Le protocole de l’essai est : 

 Mesurer les dimensions de l’éprouvette. 

 Mettre l’échantillon en place. 

 Mesurer la longueur effective de l’éprouvette. 

 Dans le logiciel Dynatest, configurer les paramètres de l’essai : les dimensions de 
l’éprouvette, la consigne de température, les fréquences balayées et la force appliquée. 

 Faire la compensation des poids. 

 Lancer l’essai. 

Au cours de l’essai, la fréquence d’excitation varie de 1 (Hz) à 100 (Hz). La Figure 3.17 
représente l’évolution du facteur d’amortissement en fonction de la fréquence. 
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Figure 3.17 : Facteur d'amortissement de l'époxy en fonction de la fréquence 

On voit que l’amortissement de la résine époxy change en fonction de la fréquence 
d’excitation et que la courbe est non linéaire. La valeur du facteur d’amortissement de l’époxy 
varie entre 3% et 4.5%. Ces valeurs sont en accord avec la valeur utilisée dans plusieurs 
études [Ryd13].  

3.3.1.4. Conclusion 

On constate que les résultats expérimentaux sont en accord avec les valeurs de la littérature. À 
partir des résultats expérimentaux, on a défini les propriétés des matériaux constituants 
données dans le Tableau 3.3. Les coefficients de Poisson des fibres sont difficiles à 
déterminer expérimentalement. Donc on a repris les valeurs dans les études [Bar92] [Har04] 
[Bot06] [Chu94]. La fibre de carbone présente un comportement purement linéaire élastique, 
son facteur d’amortissement est pris égal à zéro comme dans l’étude [Ryd13] [Ada75]. Les 
propriétés des matériaux constituants constituent des données d’entrée pour le modèle 
d’homogénéisation. 

Tableau 3.3: Propriétés des composants du composite hybride considéré 

 Résine époxy Fibre de lin Fibre de carbone 

Masse volumique (kg/m3) 1120 1480 1890 

Module d’Young (GPa) 3 35 145 

Coefficient de Poisson 0.35 [Bar92] 0.4 [Har04] 0.25 [Bot06] [Chu94] 

Facteur d’amortissement 4%  4%  0 [Ada75] [Ryd13] 
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3.3.2. Homogénéisation du composite stratifié hybride 

La structure du CSH utilisée dans cette étude est constituée de trois couches de composites à 
renforts tissés. À notre connaissance, il existe des modèles analytiques d’homogénéisation des 
composites à renfort tissé et des composites stratifiés. Mais il manque encore un modèle 
analytique d’homogénéisation des composites stratifiés hybrides à renfort tissé. Donc, on 
développe ici un modèle d’homogénéisation de ce type composite. Ce modèle comprend les 
trois niveaux suivants d’homogénéisation : 

 Niveau 1 : Homogénéisation du composite unidirectionnel (UD) 

Niveau 2 : Homogénéisation au niveau d’une couche composite à renfort tissé (CRT) 

Niveau 3 : Homogénéisation de l’ensemble du composite stratifié hybride (CSH).  

3.3.2.1. Homogénéisation du composite unidirectionnel 

Afin que la méthode de calcul puisse déterminer à la fois les modules et les facteurs 
d’amortissement du composite, le principe de correspondance est intégré dans la méthode de 
calcul analytique. Les modules d’Young des matériaux constituants Ef et Em sont donc utilisés 
sous forme complexe :  

    f f f' (1 )E E if f f' (1 )f f f' (1 )f f fE E if f fE E if f f' (1 )E E i' (1 )f f f' (1 )f f fE E if f f' (1 )f f ff f f' (1 )f f f' (1 )f f f' (1 )E E i' (1 )f f f' (1 )f f fE E if f f' (1 )f f f   ; m m m' (1 )E E im m m' (1 )m m m' (1 )m m mE E im m mE E im m m' (1 )E E i' (1 )m m m' (1 )m m mE E im m m' (1 )m m mm m m' (1 )m m m' (1 )m m m' (1 )E E i' (1 )m m m' (1 )m m mE E im m m' (1 )m m m  (3.45) 

Où E’f et E’m sont les modules d’Young réels de la fibre et de la matrice. ηf et ηm sont 
respectivement les facteurs d’amortissement de la fibre et de la matrice 

Il y a plusieurs méthodes de calcul des propriétés du composite UD : la loi des mélanges 
[Ber99], le modèle d’Halpin-Tsai [Hal76], le modèle de Chamis [Cha84], le modèle de 
Christensen [Chr90], etc. Ici, les propriétés du composite UD sont calculées en utilisant les 
formules dans l’ouvrage [Ber99] qui se basent sur la loi de mélange. Pour un composite UD 
avec la fraction volumique des fibres Vf, son module d'Young longitudinal EL est déterminé 
par : 

 L f f m f(1 )E E V E VL f f m f(1 )L f f m f(1 )L f f m fE E V E VL f f m fE E V E VL f f m f(1 )E E V E V(1 )L f f m f(1 )L f f m fE E V E VL f f m f(1 )L f f m f   (3.46) 

Le coefficient de Poisson longitudinal ν du composite UD est calculé par la relation 

 LT f f m f(1 )v v V v VLT f f m f(1 )LT f f m f(1 )LT f f m fv v V v VLT f f m fv v V v VLT f f m f(1 )v v V v V(1 )LT f f m f(1 )LT f f m fv v V v VLT f f m f(1 )LT f f m f   (3.47) 

où : νf : coefficient de Poisson des fibres 

νm : coefficient de Poisson de la matrice 
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Le module d'Young transversal ET du matériau composite UD est : 

 m
T

m
f

f

1 1

EE
E V
E

mEmEm

EE1 1E
f1 11 1m1 1m VfVf1 1m1 1mE1 1E1 1m1 1mEm1 1m V

fEfEf
fE fE

   (3.48) 

Le module de cisaillement longitudinal GLT du matériau composite est déterminé par : 

 f f m f
LT 12 m

f f m f

1 1( ) ( )
( ) ( )1 1

G V G VG G G
G V G V

f f m f( ) ( )f f m f( ) ( )f f m f( ) ( )G V G V( ) ( )f f m f( ) ( )f f m fG V G Vf f m f( ) ( )f f m f1 1( ) ( )1 1G V G V1 1( ) ( )1 1f f m f1 1f f m f( ) ( )f f m f1 1f f m fG V G Vf f m f1 1f f m f( ) ( )f f m f1 1f f m ff f m f
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f f m f( ) ( )f f m f

( ) ( )
G V G Vf f m fG V G Vf f m f( ) ( )G V G V( ) ( )f f m f( ) ( )f f m fG V G Vf f m f( ) ( )f f m f1 1( ) ( )1 1G V G V1 1( ) ( )1 1f f m f1 1f f m f( ) ( )f f m f1 1f f m fG V G Vf f m f1 1f f m f( ) ( )f f m f1 1f f m fG G GLT 12 mG G GLT 12 m G V G V( ) ( )G V G V( ) ( )( ) ( )1 1( ) ( )G V G V( ) ( )1 1( ) ( )

f f m ff f m f( ) ( )f f m ff f m f( ) ( )f f m fG V G Vf f m f( ) ( )f f m f1 1( ) ( )1 1G V G V1 1( ) ( )1 1f f m f1 1f f m f( ) ( )f f m f1 1f f m fG V G Vf f m f1 1f f m f( ) ( )f f m f1 1f f m f
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                    Avec                m
m

m2(1 )
EG

v
m

2(1 )
EmEm

m2(1 )m2(1 )m2(1 )v2(1 )m2(1 )mvm2(1 )m2(1 )  
et f

f
f2(1 )

EG
v

f

2(1 )
EfEf

f2(1 )f2(1 )f2(1 )v2(1 )f2(1 )fvf2(1 )f2(1 ) (3.50) 

Le module de cisaillement transversal GTT du matériau composite UD est : 
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Le coefficient de Poisson transversal est calculé par l’équation : 

 T
TT

TT

1
2
Ev
G

T 1
2
ETET

G
  (3.53) 

Dans le système de coordonnées du composite UD, on a :  

E1=EL ; E2=E3=ET  

                                            G12= G13= GLT ; G23= GTT  (3.54) 
ν12= ν13= νLT ; ν23= νTT 

La matrice de souplesse 3D du composite UD est donc présentée par l’équation : 

11 12 13 1 12 1 13 1

21 22 23 21 2 2 23 2

31 32 33 31 3 32 3 3

44 23

55 13

66 12

0 0 0 1/ / / 0 0 0
0 0 0 / 1/ / 0 0 0
0 0 0 / / 1/ 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1/ 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1/ 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1/

S S S E E E
S S S E E E
S S S E E E

S G
S G

S G
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0 0 0S S S
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S  (3.55) 

La masse volumique du composite UD est déterminée en fonction de la masse volumique des 
fibres ρf et de la masse volumique de la matrice ρm par l’équation : 

 c f f m f( )1V Vc f f m fc f f m f( )c f f m f( )c f f m f( )1( )V Vc f f m fV Vc f f m f( )V V( )c f f m f( )c f f m fV Vc f f m f( )c f f m f( )1( )V V( )1( )c f f m f( )c f f m f1c f f m f( )c f f m fV Vc f f m f( )c f f m f1c f f m f( )c f f m f   (3.56) 
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3.3.2.2. Homogénéisation du composite de renfort tissé  

Cette partie présente une méthode d’homogénéisation d’un composite à renfort tissé (CRT). 
Dans cette étude, les tissés de lin et de carbone, présentés dans la Figure 3.18, sont utilisés 
pour le CSH. On voit que le nombre des fibres dans le sens trame est identique avec celui 
dans le sens chaîne (nt/nc=1). 

 
(a) 

 
(b) 

Figure 3.18 : a) Tissu de carbone sergé   b) Tissu de lin sergé 
Le modèle d’homogénéisation, appelé «plis croisés» [Hal10] (Figure 3.19), est choisi pour 
calculer les propriétés du CRT. Dans ce modèle, le CRT est considéré comme un stratifié se 
constituant de deux couches composites UD disposées perpendiculairement : un dans le sens 
chaîne et autre dans le sens trame. Dans ce cas, les taux volumiques des fibres de deux 
composites UD sont les mêmes valeurs (Vft/Vfc=nt/nc = 1). 

 

Figure 3.19 : Stratifié des plis croisés [Hal10] 
Dans le système de coordonnées local, les matrices de souplesse des composites UD dans le 
sens chaîne S*

ch et dans le sens trame S*
tr sont calculées avec le modèle d’homogénéisation du 

composite UD présenté dans la section précédente. Les matrices de rigidité des composites 
UD sont déterminées par les relations suivantes : 

 * * 1
ch ch
* * 1
ch ch
* * 1C S  et * * 1

tr tr
* * 1
tr tr
* * 1C S   (3.57) 

On voit que les matrices de rigidité des composites UD sont déterminées dans les systèmes de 
coordonnées locaux. Afin de faire l’homogénéisation, il faut les transformer dans le système 
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de coordonnées global du CRT. Quand on passe du système de coordonnées R au système de 
coordonnées R’ par une rotation θ autour de l’axe z, on a des matrices de déformation et de 
contrainte dans le système de coordonnées R’ par : 

 'σ Τ σ   (3.58) 

 'ε Τ ε   (3.59) 

Où Tσ est la matrice de transformation de contrainte qui est calculé en fonction de l’angle de 
rotation θ : 

 

2 2

2 2

2 2

cos sin 0 0 0 2sin cos
sin cos 0 0 0 2sin cos

0 0 1 0 0 0
0 0 0 cos sin 0
0 0 0 sin cos 0

sin cos sin cos 0 0 0 cos sin

Τ

2 2cos sin 0 0 0 2sin cos2 2cos sin 0 0 0 2sin cos2 22 2cos sin 0 0 0 2sin cos2 2cos sin 0 0 0 2sin cos2 2

2 2sin cos 0 0 0 2sin cos2 2sin cos 0 0 0 2sin cos2 22 2sin cos 0 0 0 2sin cos2 2sin cos 0 0 0 2sin cos2 2

cos sin 0 0 0 2sin coscos sin 0 0 0 2sin cos
sin cos 0 0 0 2sin cossin cos 0 0 0 2sin cossin cos 0 0 0 2sin cossin cos 0 0 0 2sin cossin cos 0 0 0 2sin cos2 2sin cos 0 0 0 2sin cos2 2sin cos 0 0 0 2sin cos2 2sin cos 0 0 0 2sin cos2 2sin cos 0 0 0 2sin cossin cos 0 0 0 2sin cos

0 0 1 0 0 00 0 1 0 0 00 0 1 0 0 00 0 1 0 0 0
0 0 0 cos sin 00 0 0 cos sin 00 0 0 cos sin 00 0 0 cos sin 00 0 0 cos sin 00 0 0 cos sin 00 0 0 cos sin 00 0 0 cos sin 00 0 0 cos sin 0
0 0 0 sin cos 00 0 0 sin cos 00 0 0 sin cos 00 0 0 sin cos 00 0 0 sin cos 00 0 0 sin cos 0

2 2sin cos sin cos 0 0 0 cos sin2 2sin cos sin cos 0 0 0 cos sin2 2sin cos sin cos 0 0 0 cos sin2 2sin cos sin cos 0 0 0 cos sin2 2sin cos sin cos 0 0 0 cos sin2 2sin cos sin cos 0 0 0 cos sin2 2

  (3.60) 

Tε est la matrice de transformation de déformation qui est calculé en fonction de l’angle de 
rotation θ par l’équation :  

 

2 2

2 2

2 2

cos sin 0 0 0 sin cos
sin cos 0 0 0 sin cos

0 0 1 0 0 0
0 0 0 cos sin 0
0 0 0 sin cos 0

2sin cos 2sin cos 0 0 0 cos sin

Τ

2 2cos sin 0 0 0 sin cos2 2cos sin 0 0 0 sin cos2 22 2cos sin 0 0 0 sin cos2 2cos sin 0 0 0 sin cos2 2

2 2sin cos 0 0 0 sin cos2 2sin cos 0 0 0 sin cos2 22 2sin cos 0 0 0 sin cos2 2sin cos 0 0 0 sin cos2 2

cos sin 0 0 0 sin coscos sin 0 0 0 sin cos
sin cos 0 0 0 sin cossin cos 0 0 0 sin cossin cos 0 0 0 sin cossin cos 0 0 0 sin cos2 2sin cos 0 0 0 sin cos2 2sin cos 0 0 0 sin cos2 2sin cos 0 0 0 sin cos2 2sin cos 0 0 0 sin cossin cos 0 0 0 sin cos

0 0 1 0 0 000 0 1 0 0 00
0 0 cos sin 00 0 cos sin 00 0 0 cos sin 00 0 cos sin 00 0 0 cos sin 00 0 cos sin 00 0 0 cos sin 00 0 cos sin 0

0 0 0 sin cos 00 0 sin cos 00 0 0 sin cos 00 0 sin cos 00 0 0 sin cos 00 0 sin cos 0
2 22sin cos 2sin cos 0 0 0 cos sin2 22sin cos 2sin cos 0 0 0 cos sin2 22sin cos 2sin cos 0 0 0 cos sin2 22sin cos 2sin cos 0 0 0 cos sin2 22sin cos 2sin cos 0 0 0 cos sin2 22sin cos 2sin cos 0 0 0 cos sin2 2

  (3.61) 

Les matrices de rigidité C’ et de souplesse S’ peuvent être déterminées dans le système de 
coordonnées R’ par les équations : 

 T' TC T CΤ   (3.62) 

 T' TS T SΤ    (3.63) 

Le système de coordonnées du composite UD dans le sens chaîne est parallèle au système de 
coordonnées du CRT. Les matrices de transformation Tσ et Tε sont donc les matrices unitaires 
puisque l’angle de rotation est égal à 0. Donc, la matrice de rigidité dans le système de 
coordonnées global du CRT Cch du composite UD dans le sens chaîne ne change pas par 
rapport à la matrice de rigidité dans le repère local C*

ch, on a : 

 *
ch ch

*
ch chC C    (3.64) 

Le composite UD dans le sens trame est perpendiculaire à l’axe d’orientation du CRT. Donc, 
ses matrices de transformation Tσ et Tε sont calculées avec l’angle de rotation 90°. Sa matrice 
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de rigidité dans le système de coordonnées global du CRT Ctr est déterminée en fonction de 
sa matrice de rigidité dans le système de coordonnées local C*

tr selon l’équation : 

 * T
tr trtr tr

* T
tr trtr trC T C Τ   (3.65) 

En général, la théorie de stratifié est souvent utilisée pour déterminer les propriétés d’un 
stratifié. Mais elle ne permet que de déterminer les propriétés dans le plan. Ici, on souhaite à 
déterminer tous les propriétés en 3D du composite. Donc, la méthode basée sur l’hypothèse 
d’iso-déformation est choisie pour homogénéiser l’ensemble du modèle composite « plis 
croisés ». Selon l’hypothèse d’iso-déformation, la matrice de rigidité du CRT est déterminée 
en fonction des matrices de rigidité des composites UD constituants par la formule : 

 tr tr ch ch
CRT

V V
V

tr tr ch chV Vtr tr ch chV Vtr tr ch chtr tr ch chV Vtr tr ch chV Vtr tr ch ch

V
tr tr ch chV Vtr tr ch chV Vtr tr ch chC CC    (3.66) 

Où V, Vtr et Vch sont respectivement le volume total du CRT, le volume du composite UD dans 
le sens trame et le volume du composite UD dans le sens chaîne. On a Vtr= Vch=V/2. 

La densité du CRT est déterminée par l’équation : 

 ch ch tr t
CR

r c
T

h tr
UD2

V V
V

V V
CRT

V Vch ch tr tr cch ch tr tr cch ch tr t h tr
UD2V

ch ch tr tV Vch ch tr tV Vch ch tr tch ch tr tr cch ch tr tr cch ch tr t h trV Vch ch tr tV Vch ch tr t    (3.67) 

3.3.2.3. Homogénéisation du composite stratifié hybride 

Dans la section précédente, les matrices de rigidité de couches CRT de lin C*
CL et de carbone 

C*
CC sont calculées dans leurs systèmes de coordonnées. Elles peuvent être transformées dans 

le système de coordonnées global du composite stratifié hybride (CSH) par les équations 
suivantes : 

 *
CL CL CL CL

T
CL CL CL CLCL CL CL CL

*
CL CL CL CLCL CL CL CLCL CL CL CLC T C Τ   (3.68) 

 *
CC CC CC CC

T
CC CC CC CCCC CC CC CC

*
CC CC CC CCCC CC CC CCCC CC CC CCC T C Τ     (3.69) 

Où Tσ-CL et Tε-CL sont des matrices de transformation de contrainte et de déformation qui sont 
les fonctions de l’angle d’orientation du CRT à fibres de lin θCL. Tσ-CC et Tε-CC sont des 
matrices de transformation de contrainte et de déformation qui sont les fonctions de l’angle 
d’orientation du CRT à fibres de carbone θCC. 

Pour la même raison que la section précédente, on utilise également le modèle iso-
déformation pour homogénéiser l’ensemble du CSH. La matrice de rigidité C du CSH est 
calculée en fonction des matrices de rigidité de ses composites constituants CCC et CCL selon 
l’équation :  
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 CC CC CL CL CC CC CC CC CL CL2V V V e
eV

e2 eV V V eV V VCC CC CL CL CC CC CC CC CL CLV V VCC CC CL CL CC CC CC CC CL CLV V VCC CC CL CL CC CC CC CC CL CL

V
CC CC CL CL CC CC CC CC CL CL2CC CC CL CL CC CC CC CC CL CL2CC CC CL CL CC CC CC CC CL CLV V VCC CC CL CL CC CC CC CC CL CLV V VCC CC CL CL CC CC CC CC CL CLeCC CC CL CL CC CC CC CC CL CLeCC CC CL CL CC CC CC CC CL CLeCC CC CL CL CC CC CC CC CL CLeCC CC CL CL CC CC CC CC CL CLCC CC CL CL CC CC CC CC CL CLV V VCC CC CL CL CC CC CC CC CL CLV V VCC CC CL CL CC CC CC CC CL CLC C C C CC   (3.70) 

Où eCL et eCC sont respectivement les épaisseurs des couches CRT de lin et de carbone. 
ec=eCL+2eCC est l’épaisseur totale du CSH. On utilise ici une valeur de référence ec=2 (mm). 

La matrice de souplesse du CSH peut être déterminée par l’équation S=C-1. Les propriétés du 
CSH sont déterminées par les formules suivantes : 

 

11 11 22 22 33 33

12 12 11 13 13 11 23 23 22

12 66 13 55 23 44

1/ ; 1/ ; 1/
/ ; / ; /

1/ ; 1/ ; 1/

E S E S E S
S S S S S S

G S G S G S
12 12 11 13 13 11 23 23 22

11 11 22 22 33 331/ ; 1/ ; 1/11 11 22 22 33 331/ ; 1/ ; 1/11 11 22 22 33 33E S E S E S11 11 22 22 33 33E S E S E S11 11 22 22 33 331/ ; 1/ ; 1/E S E S E S1/ ; 1/ ; 1/11 11 22 22 33 331/ ; 1/ ; 1/11 11 22 22 33 33E S E S E S11 11 22 22 33 331/ ; 1/ ; 1/11 11 22 22 33 33

12 12 11 13 13 11 23 23 22/ ; / ; /12 12 11 13 13 11 23 23 22/ ; / ; /12 12 11 13 13 11 23 23 22S S12 12 11 13 13 11 23 23 22S S12 12 11 13 13 11 23 23 22/ ; / ; /S S/ ; / ; /12 12 11 13 13 11 23 23 22/ ; / ; /12 12 11 13 13 11 23 23 22S S12 12 11 13 13 11 23 23 22/ ; / ; /12 12 11 13 13 11 23 23 22S S S S12 12 11 13 13 11 23 23 22S S S S12 12 11 13 13 11 23 23 22/ ; / ; /S S S S/ ; / ; /12 12 11 13 13 11 23 23 22/ ; / ; /12 12 11 13 13 11 23 23 22S S S S12 12 11 13 13 11 23 23 22/ ; / ; /12 12 11 13 13 11 23 23 22

12 66 13 55 23 441/ ; 1/ ; 1/12 661/ ; 1/ ; 1/12 66 13 551/ ; 1/ ; 1/13 55 23 441/ ; 1/ ; 1/23 44G S G S G S23 44G S G S G S23 44G S G S G S12 66G S G S G S12 661/ ; 1/ ; 1/G S G S G S1/ ; 1/ ; 1/12 661/ ; 1/ ; 1/12 66G S G S G S12 661/ ; 1/ ; 1/12 66 13 551/ ; 1/ ; 1/13 55G S G S G S13 551/ ; 1/ ; 1/13 55 23 441/ ; 1/ ; 1/23 44G S G S G S23 441/ ; 1/ ; 1/23 44

  (3.71) 

Les facteurs d’amortissement du CSH sont calculés par les équations :  

11 11 11 22 22 22 33 33 33

12 12 12 13 13 13 23 23 23

( ) / ( ) ; ( ) / ( ) ; ( ) / ( )
( ) / ( ) ; ( ) / ( ) ; ( ) / ( )

imag E real E imag E real E imag E real E
imag G real G imag G real G imag G real G

11

12

( ) / ( ) ; ( ) / ( ) ; ( ) / ( )11 11 22 22 22 33 33 33( ) / ( ) ; ( ) / ( ) ; ( ) / ( )33( ) / ( ) ; ( ) / ( ) ; ( ) / ( )33imag E real E imag E real E imag E real E11imag E real E imag E real E imag E real E11 11 22imag E real E imag E real E imag E real E11 22 22imag E real E imag E real E imag E real E22 22 33imag E real E imag E real E imag E real E22 33 33imag E real E imag E real E imag E real E33 33imag E real E imag E real E imag E real E33( ) / ( ) ; ( ) / ( ) ; ( ) / ( )imag E real E imag E real E imag E real E( ) / ( ) ; ( ) / ( ) ; ( ) / ( )11( ) / ( ) ; ( ) / ( ) ; ( ) / ( )11imag E real E imag E real E imag E real E11( ) / ( ) ; ( ) / ( ) ; ( ) / ( )11 11 22( ) / ( ) ; ( ) / ( ) ; ( ) / ( )11 22imag E real E imag E real E imag E real E11 22( ) / ( ) ; ( ) / ( ) ; ( ) / ( )11 22 22( ) / ( ) ; ( ) / ( ) ; ( ) / ( )22imag E real E imag E real E imag E real E22( ) / ( ) ; ( ) / ( ) ; ( ) / ( )22 22 33( ) / ( ) ; ( ) / ( ) ; ( ) / ( )22 33imag E real E imag E real E imag E real E22 33( ) / ( ) ; ( ) / ( ) ; ( ) / ( )22 33 33( ) / ( ) ; ( ) / ( ) ; ( ) / ( )33imag E real E imag E real E imag E real E33( ) / ( ) ; ( ) / ( ) ; ( ) / ( )33 33( ) / ( ) ; ( ) / ( ) ; ( ) / ( )33imag E real E imag E real E imag E real E33( ) / ( ) ; ( ) / ( ) ; ( ) / ( )33
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  (3.72) 

La masse volumique du CSH est calculée en fonction des épaisseurs des couches, de la 
densité du CRT de lin ρCL et la densité du CRT de carbone ρCC comme suit : 

 CC CCCL CL CL CCC C
CL

c c c
c CC

2e ee e e
e e e

e eCC CC
c

e eCC CCe eCC CC CL CLCL CLe eCL CLe eCL CLCC CCe eCC CCe eCC CCCC CCe eCC CCe eCC CCCL
CL

eCLeCL CCC C2e eCe eCCCe eCC2e e2e eCC CC
CC

e eCC CCe eCC CC   (3.73) 

3.3.3. Validation du modèle analytique d’homogénéisation 

Cette partie a pour but de valider le modèle analytique développé dans la section 3.3.2. Le 
modèle est d’abord validé par la méthode numérique en utilisant un modèle des éléments finis 
dans le logiciel ANSYS. Il est ensuite validé par l’expérimentation.  

3.3.3.1. Validation numérique du modèle d’homogénéisation 

La méthode numérique permet de modéliser la structure du composite proche de la structure 
réelle. L’inconvénient de cette méthode est un coût de travail important et un temps de calcul 
significatif, en particulier pour les structures complexes. 

Dans cette étude, on se concentre seulement sur la modélisation du CSH au niveau de la 
structure avec trois couches composites dont les propriétés sont prédéterminées (Figure 3.20). 
Ce choix permet d’avoir un temps de calcul rapide et d’appliquer la méthode d’énergie de 
déformation modale pour que l’on puisse calculer le facteur d’amortissement de la structure 
du CSH.  
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3.3.3.1.1. Modèle éléments finis du composite stratifié hybride 

Un modèle éléments finis du CSH est construit dans le logiciel ANSYS (Figure 3.20). Les 
dimensions du modèle sont b=2 mm, h= 2 mm, et l=10 mm. 

 
Figure 3.20 : Modèle du composite stratifié hybride 

Deux systèmes de coordonnées locaux sont créés correspondant aux couches de peau et 
d’âme. Les couches sont maillées dans leur système local de coordonnées. Ce qui permet 
d’orienter les couches et leurs éléments selon l’orientation du système local de coordonnées. 
L’élément SOLID186, qui est un élément 3-D de haut degré, est utilisé pour mailler le 
modèle. Cet élément comprend 20 nœuds dont chacun possède 3 degrés de liberté : UX, UY, 
UZ.  

Deux couches de peau sont des CRT à fibres de carbone et la couche d’âme est un CRT à 
fibres de lin. Leurs propriétés sont calculées analytiquement, dont, la fraction volumique du 
CRT de lin est Vfl=30% et pour le CRT à fibres de carbone Vfc=55%. Les propriétés des CRT 
de lin et CRT de carbone utilisées dans le MEF sont données dans le Tableau 3.4. 

Tableau 3.4 : Propriétés des CRT à fibre de lin et CRT à fibre de carbone 

 CRT à fibre de lin CRT à fibre de carbone 

Densité (kg/m3) 1105 1389 

Module d’Young (GPa) 

E11= E22=8.63  
E33=4.17  
G12=1.86  

G13=G23=1.8  

E11= E22=44.17  
E33=6.51  
G12=3.61  

G13=G23=3.39  

Coefficient de Poisson ν12=0.164 ; ν13=ν23=0.179 ν12=0.008 ; ν13=ν23=0.0285 

Facteurs d’amortissement 
η11= η22= η33= 4% ;  
η12= η13= η23=4% 

η11= η22= 0.38% ; η33=3.9% ; 
η12=3.77% ; η13= η23=3.8% 

Pour les conditions aux limites, le modèle est encastré à une extrémité et l’autre extrémité est 
libre. Les conditions aux limites exprimées dans l’équation (3.74) sont appliquées sur le 
modèle (Figure 3.21). Elles permettent de restreindre le modèle à travailler en 
traction/compression.  
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UX (plan x=0)=0 
                      UY (plan y=0)=0   (3.74) 

UZ (plan z=0)=0 

 

Figure 3.21 : Conditions aux limites 
Pour l’analyse statique, l’objectif est de déterminer la rigidité du CSH. Dans cette analyse, on 
applique une pression P à l’extrémité libre. Le déplacement Δl est déterminé par le logiciel. 
La rigidité longitudinale du CSH est donc calculée par la formule : 

 
/

P PlE
l l l
P PlP PlP Pl
l l l/l l l/l l l/l l ll l l/l l l/

    (3.75) 

Pour l’analyse dynamique, on souhaite déterminer le facteur d’amortissement du CSH, en 
particulier, le facteur d’amortissement longitudinal. Donc, le mode de vibration en 
traction/compression est considéré (Figure 3.22).  

 

Figure 3.22 : Mode de déformation : traction-compression 
On intègre la méthode d’énergie de déformation modale dans l’analyse modale pour calculer 
le facteur d’amortissement de la structure. Pour cette méthode, il faut déterminer l’énergie 
stockée et l’énergie dissipée du mode de vibration. Ces énergies sont des fonctions des 
contraintes et des déformations des éléments.  

Les contraintes et les déformations des éléments dans le système global de coordonnées sont 
automatiquement déterminées par le logiciel. À partir de ce résultat, on peut recalculer les 
contraintes et les déformations dans le système local de coordonnées comme suit : 

 'σ Τ σ   (3.76) 

 'ε Τ ε   (3.77) 

où σ et ε sont les matrices de contrainte et de déformation dans le système de coordonnées 
global du CSH. σ' et ε’ sont les matrices de contrainte et de déformation dans le système de 
coordonnées local d’une couche CRT. Tσ et Tε sont des matrices de transformation de 
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contrainte et de déformation qui sont calculées en fonction de l’angle d’orientation de chaque 
couche CRT.  
L’énergie stockée dans l’élément i peut être calculée en fonction de contraintes σ’ij et de 
déformations ε’ij déterminées dans son système de cordonnées local par la formule : 

 
11 22

11 11 22 22 33 33 12 12 13 13 23 23

33 1 232 13

1 ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '
2i eU V

U U U U U U

1
i e2i e2

U VU V1U V1
i eU Vi e' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 'i e11 11 22 22 33 33 12 12 13 13 23 23i e11 11 22 22 33 33 12 12 13 13 23 23U V11 11 22 22 33 33 12 12 13 13 23 23U V11 11 22 22 33 33 12 12 13 13 23 23' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 'U V' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 'i eU Vi e11 11 22 22 33 33 12 12 13 13 23 23i e11 11 22 22 33 33 12 12 13 13 23 23U V11 11 22 22 33 33 12 12 13 13 23 23i e11 11 22 22 33 33 12 12 13 13 23 23

11 22 33 1 232 13U U U U U U11 22U U U U U U11 22 33 1U U U U U U33 1 23U U U U U U232 13U U U U U U2 13

  (3.78) 

Avec  Uij=1/2σ’ijε’ijVe   (i, j=1, 2, 3)        

Ve : volume de l’élément 
On remarque que dans l’équation (3.78), les notations ε’12, ε’13, ε’23 représentent des 
déformations en cisaillement : γ’12, γ’13, γ’23. Ce remplacement de notation est également 
utilisé par le logiciel ANSYS pour homogénéiser la notation des déformations.  

On peut déterminer l’énergie dissipée dans l’élément i selon l’équation : 

 11 11 22 22 33 33 12 12 13 13 23 232 ( )iU U U U U U U2 (iU U U U U U U2 (U U U U U U U2 (iU U U U U U Ui 11 11 22 22 33 33 12 12 13 13 23 232 ( )U U U U U U U11 11 22 22 33 33 12 12 13 13 23 23U U U U U U U11 11 22 22 33 33 12 12 13 13 23 232 (U U U U U U U2 (   (3.79) 

Le facteur d’amortissement du CSH est finalement calculé par le rapport de la somme de 
l’énergie dissipée par la somme de l’énergie stockée dans les éléments de la structure : 

 
2

i

i

U
U222
UiiUiUiU

iiUiUiUU
  (3.80) 

3.3.3.1.2. Validation numérique 

Pour comparer les deux méthodes d’homogénéisation numérique et analytique, plusieurs 
structures différentes du CSH sont calculées. L’angle d’orientation du CRT de lin varie de 
-45° à 45°, l’angle d’orientation du CRT de carbone augmente de 0° à 20° et l’épaisseur de la 
couche milieu en CRT de lin varie de 0.1 mm à 1.8 mm.  

Les propriétés du CSH sont calculées en fonction de ses paramètres structurels selon deux 
méthodes analytique et numérique. La Figure 3.23 présente le module d’Young longitudinale 
et le facteur d’amortissement longitudinal calculés par deux méthodes. En observant la Figure 
3.23, on voit qu’il y a un bon accord entre le résultat analytique et le résultat numérique dont 
l’écart moyen est de 3%. Cet accord n’est pas seulement pour la détermination du module 
d’Young mais aussi pour la détermination du facteur d’amortissement. Ce résultat permet de 
valider le modèle analytique d’homogénéisation. On trouve aussi que ce résultat contribue aux 
méthodes de caractérisation des propriétés du composite en particulier la capacité 
d’amortissement. À notre connaissance, la théorie de calcul du facteur d’amortissement a été 
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développée depuis longtemps, mais ses applications, en particulier dans le domaine des 
matériaux composites, sont encore rares. En effet, l’utilisation de matériaux composites pour 
les composants de structures afin d’augmenter leur capacité d’amortissement est une tendance 
récente.  

  

 
a) Analytique 

 
b) Numérique 

Figure 3.23 : Module d’Young et facteur d’amortissement du CSH en fonction de paramètres 
structurels calculés par : a) Méthode analytique   b) méthode numérique (MEF) 

3.3.3.2. Validation expérimentale du modèle analytique d’homogénéisation 

On présente dans cette section la validation expérimentale pour deux niveaux 
d’homogénéisation : l’homogénéisation du composite à renfort tissé et l’homogénéisation du 
composite stratifié hybride.  

3.3.3.2.1. Validation du modèle d’homogénéisation du CRT 

Des CRT à fibres de lin et CRT à fibres de carbone de fractions volumiques des fibres 
différentes sont fabriqués par la méthode de moulage sous pression au laboratoire. La Figure 
3.24 présente des éprouvettes en CRT à fibres de lin et en CRT à fibres de carbone.  

 
a) 

 
b) 

Figure 3.24 : a) Eprouvette en CRT de lin   b) Eprouvette en CRT de carbone 
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Deux types d’essais sont réalisés sur les éprouvettes : l’essai de traction et l’essai dynamique 
afin de déterminer le module d’Young longitudinal et le facteur d’amortissement du matériau.  

Module d’Young longitudinal 

En utilisant les mêmes dispositifs et le même protocole que dans l’essai pour déterminer le 
module d’Young de la résine époxy, les CRT à fibres de lin et CRT à fibres de carbone ont été 
testés. Le résultat expérimental est comparé au résultat du modèle analytique comme le 
montre la Figure 3.25.  

  
Figure 3.25 : Comparaison des résultats expérimentaux et analytiques : a) CRT à fibres de lin 

b) CRT à fibres de carbone 
Pour le CRT de lin (Figure 3.25-a), on voit que les valeurs obtenues analytiquement sont plus 
grandes que les valeurs expérimentales. Cet écart peut être expliqué par l’orientation des 
fibres. Dans le modèle analytique, on suppose que les fibres sont exactement orientées dans la 
direction longitudinale. Mais, dans la réalité, les fibres du tissu de lin sont de forme ondulée 
(Figure 3.26).  

 

Figure 3.26 : Orientation des fibres de lin dans le CRT de lin 
A des faibles taux volumiques de fibres, le module d’Young longitudinal du CRT de lin 
augmente linéairement avec ce taux. On constate une diminution du module d’Young à des 
taux volumiques élevés de fibres. Ce phénomène a déjà été remarqué dans d’autres recherches 
[Sat12]. Il est expliqué que le composite à taux volumique élevé de fibres présente 
généralement une porosité élevée qui réduit l’adhésion entre les fibres et la matrice et diminue 
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la rigidité et la résistance du composite. On a calculé la porosité du CRT de lin par la 
formule : 

 théorique réel

époxy

d d
p

d
théorique réeld dthéorique réeld dthéorique réelthéorique réeld dthéorique réeld dthéorique réel

d
théorique réeld dthéorique réeld dthéorique réel   (3.81) 

Les porosités des CRT de lin à différents taux volumiques de fibres se présentent dans le 
Tableau 3.5 . On voit que le CRT de lin a des porosités importantes à taux volumiques élevés 
de fibres.  

Tableau 3.5 : Porosité de CRT à fibre de lin 

Vf (%) 16 31 38 

Porosité (%) 5 10 18 

Pour le CRT de carbone (Figure 3.25-b), le module d’Young du CRT de carbone croît 
linéairement avec l’augmentation du taux volumique des fibres. En particulier, on trouve que 
le résultat analytique s’accorde bien avec le résultat expérimental. Ce résultat permet de 
valider le modèle d’homogénéisation analytique du CRT pour la détermination du module 
d’Young. 

Facteur d’amortissement  

Avec les mêmes dispositifs d’essais pour la détermination de l’amortissement de la résine 
époxy, les composites à renfort tissé ont été testés par des essais dynamiques. Le CRT à fibres 
de carbone présente une rigidité plus élevée que la limite de mesure de la machine. Donc, les 
essais n’ont été réalisés que sur les éprouvettes en CRT de lin. Les valeurs expérimentales des 
facteurs d’amortissement des CRT de lin sont comparées avec celles obtenues analytiquement 
dans la Figure 3.27. En observant la Figure 3.27, on voit que les résultats analytiques 
s’accordent avec les résultats expérimentaux. Les résultats analytiques présentent un facteur 
d’amortissement constant de 4% pour les CRT à fractions volumiques différentes. Ceci est 
expliqué par les valeurs d’amortissement identiques des fibres de lin et de la matrice époxy. 
Pour le résultat expérimental, en général, les facteurs d’amortissement des CRT de lin sont 
autour de 4% même si la fraction volumique des fibres augmente. À Vf=38%, le CRT de lin 
présente un facteur d’amortissement important. Ce phénomène peut être lié à la porosité 
élevée du CRT de lin. Une porosité élevée conduit à une perturbation de transmission des 
efforts entre les fibres et la matrice qui augmente donc la dissipation d’énergie dans la 
structure du composite.  
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Figure 3.27 : Facteur d’amortissement du CRT de lin en fonction de la fraction volumique des 

fibres 
En conclusion, on constate que le modèle d’homogénéisation analytique est validé au niveau 
de l’homogénéisation du CRT et l’intégration du principe de correspondance dans le modèle 
analytique pour déterminer l’amortissement du composite.  

3.3.3.2.2. Validation du modèle d’homogénéisation du CSH 

Plusieurs composites stratifiés hybrides de structures différentes ont été fabriqués par la 
méthode de moulage sous pression au laboratoire. Ces structures sont : 

 [C/L/C]-[1/2/1]-[0°/0°/0°] 

 [C/L/C]-[2/1/2]-[0°/0°/0°] 

 [C/L/C]-[2/1/2]-[10°/0°/10°] 

 [C/L/C]-[2/1/2]-[20°/0°/20°] 

 [C/L/C]-[2/1/2]-[0°/15°/0°] 

 [C/L/C]-[2/1/2]-[0°/30°/0°] 

 [C/L/C]-[2/1/2]-[0°/45°/0°] 

Où [C/L/C] est l’ordre d’empilement des couches : CRT à fibre de carbone, CRT à fibre de lin 
et CRT à fibre de carbone. [2/1/2] sont les nombres de tissus correspondant à chaque couche. 
[0°/0°/0°] sont les angles d’orientation des couches.  

Les CSH rencontrent le même problème que les CRT à fibre de carbone car ils sont trop 
rigides pour les essais dynamiques avec la machine d’essai Viscoanalyseur VA2000. Donc, il 
n’y a que les essais de traction qui sont faits sur les CSH pour déterminer le module d’Young.  
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En utilisant les mêmes dispositifs et le même protocole de l’essai de traction sur la résine 
époxy, le module d’Young du CSH de différentes structures est déterminé. Les résultats 
expérimentaux sont comparés avec les résultats du modèle analytique comme indiqué à la 
Figure 3.28.  

 
(a) 

 
(b) 

Figure 3.28 : Module d’Young du composite hybride en fonction de : a) l’angle d’orientation 
du CRT à fibre de lin    b) l’angle d’orientation du CRT à fibre de carbone 

On voit qu’il y a un écart entre les résultats analytiques et les résultats expérimentaux. Les 
valeurs obtenues expérimentalement sont plus grandes que les valeurs déterminées par le 
modèle analytique. Cet écart peut être expliqué par un effet appelé «l’effet hybride» qui a été 
mis en évidence depuis les années soixante-dix. D’après plusieurs recherches, leurs résultats 
expérimentaux sur les composites hybrides étaient plus grands que les valeurs estimées par le 
modèle analytique conventionnel basé sur la loi des mélanges [Swo14]. L’effet hybride est 
défini comme un comportement synergique de deux types de fibres : les fibres à faible 
allongement et les fibres à haute élongation dans le composite hybride. Cet effet apporte des 
améliorations de propriétés mécaniques du composite hybride tel que : la déformation à la 
rupture, la résistance [Hay72] [Per75] [Fuk83] [Pei90], ou le module d’Young de traction 
transversal [Tak11]. En fait, l'effet hybride est bien établi mais pas bien compris. Des 
chercheurs ont expliqué cet écart par une utilisation incorrecte de la loi des mélanges, le 
sertissage, la désorientation de fibres ou l’imprécision de mesure [Phi81] [Phi82] [Swo14]. 
Récemment, Swolfs et al. ont commencé à étudier plus profondément cet effet. D’après leur 
étude bibliographique [Swo14], trois hypothèses ont été proposées pour expliquer l'effet 
hybride : (1) les contraintes résiduelles (2) les changements dans le développement de 
dommages menant à la rupture finale du composite hybride et (3) les concentrations de 
contraintes dynamiques.  
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Notre étude ne vise pas à étudier l’effet hybride. Nous souhaitons ici valider le modèle 
d’homogénéisation du CSH. En observant les diagrammes, on voit que les courbes de résultat 
de deux méthodes ont les mêmes allures. On peut conclure donc que le modèle analytique 
permet d’analyser la variation de propriétés du composite hybride en fonction de paramètres 
structuraux. En plus, la sous-estimation du modèle analytique donne un avantage de sécurité 
en utilisation du matériau CSH. Pour ces raisons le modèle analytique est validé pour analyser 
et déterminer la structure optimale du CSH.  

3.3.4. Analyse du composite  

Le module d’Young et le facteur d’amortissement du CSH calculés en fonction des 
paramètres structuraux sont présentés à la Figure 3.29.  

 
a) Module d’Young 

 
b) Facteur d’amortissement 

Figure 3.29 : Propriétés du composite en fonction des paramètres structuraux calculées par la 
méthode analytique 

La densité du CSH en fonction de l’épaisseur de la couche d’âme en CRT à fibres de lin se 
présente dans la Figure 3.30. D’après les résultats, on remarque que les propriétés du 
composite hybride sont très variables. Le module d’Young peut varier de 8 à 42.4 (GPa), le 
facteur d’amortissement varie entre 0.41% et 3.3%, et sa masse volumique présente des 
valeurs de 1.26 (g/cm3) à 1.53 g/cm3. 

Si on regarde l’influence de paramètres structuraux sur les propriétés mécaniques du CSH, on 
constate que les épaisseurs des couches ont une grande influence sur les propriétés du CSH. Si 
l’épaisseur de la couche d’âme en CRT à fibres de lin augmente, le facteur d’amortissement 
du CSH augmente tandis que sa densité et son module d’Young diminuent.  
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Figure 3.30 : Densité du CSH en fonction de l'épaisseur de l'âme en CRT à fibre de lin 

Les orientations des couches CRT n’influencent pas la densité, mais elles ont une influence 
sur la rigidité et la capacité d’amortissement du CSH. On voit que l’angle d’orientation du 
CRT à fibre de carbone a une influence importante à la fois sur la rigidité et le facteur 
d’amortissement du CSH. Quand elle augmente, la rigidité du CSH diminue notablement en 
revanche son facteur d’amortissement augmente considérablement. L’angle d’orientation de 
CRT à fibre de lin a peu d’influence sur les propriétés du CSH. Cependant, le module 
longitudinal et le facteur d’amortissement augmentent avec la diminution de l’angle 
d’orientation de CRT à fibre de lin. Ils présentent donc les valeurs les plus élevées quand la 
couche CRT à fibre de lin se dispose dans le sens longitudinal. 

En conclusion, les propriétés mécaniques de CSH sont déterminées pour plusieurs structures 
différentes. Les résultats qui permettent de comprendre la variation de propriétés en fonction 
de paramètres structuraux, créent une base de données pour l’optimisation de la structure du 
CSH.   

3.3.5. Optimisation de la structure du composite stratifié hybride 

On rappelle les exigences des propriétés du matériau CSH :  

 3

36(GPa)

1.33(g/ cm )
L

c

E 36(GPa)LELEL 36(GPa)LELEL 36(GPa)

1.33(g/ cm )1.33(g/ cm )cc 1.33(g/ cm )1.33(g/ cm )
  (3.82) 

En réalité, on ne peut pas éliminer la porosité du composite dans la fabrication. Pour prendre 
en compte ce facteur, une porosité p=10% est imposée dans le calcul, la densité est donc 
recalculée par la formule ρCSH (r)= (1-p)ρCSH(th).  
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Pour l’optimisation de la structure du CSH, on utilise ici une approche de discrétisation. Dans 
cette méthode, avec une base de données composée de points discrets, on applique des 
conditions d’optimisation pour trouver le point le plus convenable aux conditions 
d’utilisation. On voit que cette méthode est plus précise si la base de données est plus dense et 
les distances entre les points sont plus proches. Avec le modèle analytique 
d’homogénéisation, on a établi une base de données des propriétés du CSH en fonction de sa 
structure.   

Pour assurer la rigidité de la structure et maximiser l’utilisation du CRT de lin, les conditions 
d’optimisation suivantes sont utilisées dans la base de données établie : 

 
CSH(r)

L

Min( )

Avec 36(GPa)E
CSH(r)Min( )CSH(r)Min( )CSH(r)

Avec 36(GPa)
  (3.83) 

Pour ces conditions, on trouve la structure du CSH : [C/L/C]-[0°/0°/0°]-[0.77/0.46/0.77] 
(mm). Avec cette structure, le CSH présente les propriétés suivantes : le module d’Young 
longitudinale E11=36 (GPa), la densité ρCSH (r)=1.323 (g/cm3) et le facteur d’amortissement 
longitudinal η11=0.58%. On voit que le CSH s’adapte aux exigences mécaniques et apporte un 
facteur d’amortissement beaucoup plus élevé que celui des matériaux métalliques.  

3.4. Conclusion 

Dans l’objectif d’une reconception en matériau composite des segments des bras du robot 
3CRS, deux types d’optimisation ont été réalisés dans ce chapitre. 

D’abord, une étude d’optimisation de la forme du segment pour mieux l’adapter aux 
sollicitations a été réalisée. Les efforts dans le segment ont été calculés. À partir des résultats, 
on trouve que le segment travaille surtout en flexion composée. Le problème d’optimisation 
de forme du segment a été ensuite formulé sous forme de la maximisation sous contraintes 
d’une fonction objectif. Il est ensuite résolu analytiquement par la méthode d’analyse des 
dérivées de la fonction d’optimisation. Le résultat d’optimisation a donné une section 
optimale du segment et les exigences des propriétés du matériau composite.  

Le matériau composite a été ensuite conçu et optimisé pour satisfaire les exigences de 
l’application dans le bras du robot 3CRS. Les essais expérimentaux ont été réalisés pour 
déterminer des propriétés des matériaux constituants (fibres, résine époxy). La structure du 
composite envisagé est un stratifié hybride de trois couches : deux couches CRT à fibres de 
carbone aux peaux et une couche CRT à fibres lin à l’âme. Une méthode analytique 
d’homogénéisation a été établie pour étudier ce matériau CSH. Cette méthode 
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d’homogénéisation comprend trois étapes : l’homogénéisation du composite UD, 
l’homogénéisation du CRT et l’homogénéisation du CSH entier. Elle a aussi intégré le 
principe de correspondance afin de calculer le facteur d’amortissement du matériau. La 
méthode a été validée par une méthode numérique des éléments finis ainsi qu’une étude 
expérimentale. À partir du modèle analytique, les propriétés du CSH ont été calculées en 
fonction de celles de ses constituants et de sa structure. Ces résultats constituent une base de 
données qui a été utilisée pour la méthode d’optimisation des données discrètes afin de 
déterminer la structure optimale du CSH. D’après le résultat, la structure optimale du CSH 
s’adapte aux exigences en application dans le robot 3CRS et elle présente un facteur 
d’amortissement beaucoup plus élevé que celui des matériaux conventionnels.  

Les principales contributions de ce chapitre sont les suivantes : 

(1) une optimisation de forme du segment du bras du robot 3CRS qui est sollicité en flexion 
composée et de section tubulaire elliptique. Ce résultat est une donnée pour la fabrication du 
segment. En plus, la méthode d’optimisation peut être reprise pour les cas de chargement 
similaires pour économiser le temps de travail.  

(2) un modèle d’homogénéisation viscoélastique du composite stratifié hybride. Ce modèle 
permet de calculer toutes les propriétés du matériau puisqu’il détermine la matrice de rigidité 
en 3D et sous forme complexe. Ce modèle est validé avec une bonne précision par un modèle 
éléments finis et des résultats expérimentaux. En plus, il présente l’avantage d’un temps de 
calcul faible. Ce modèle couvre plusieurs structures complexes des composites : renfort tissé, 
stratifié, hybride. Donc, il peut être appliqué pour d’autres types de composite.  

(3) une étude d’analyse du CSH à fibres de carbone et à fibres de lin. Cette étude permet de 
comprendre les influences des paramètres structuraux sur le comportement du composite 
stratifié hybride. En plus, elle facilite et favorise l’utilisation du CSH à fibres de carbone et à 
fibres de lin pour d’autres applications puisqu’elle a permis la création d’une base de données 
des propriétés du CSH.  
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4.1. Introduction 

La conception du segment en composite a été réalisée dans le chapitre précédent. Dans ce 
chapitre, deux travaux principaux sont faits : 

 Le premier travail est l’évaluation du nouveau segment composite. Il permet d’évaluer 
les améliorations de la conception du segment en composite par rapport au segment 
initial en aluminium.  

 Le deuxième est une étude sur le nouveau robot avec les segments en composite. Cette 
étude permettra de comparer les performances du nouveau robot avec celles du robot 
initial. Ce qui est nécessaire pour valider l’utilisation du matériau composite pour la 
structure du robot.  

4.2. Évaluation du nouveau segment en matériau composite 

Dans cette partie, on présente des analyses sur le segment en composite du bras du robot 
3CRS par deux méthodes : numérique et expérimentale. D’abord, la conception du segment 
en composite est étudiée par des modèles éléments finis dans le logiciel ANSYS®. La 
fabrication du segment en composite est ensuite présentée.  

Finalement, des essais statiques et dynamiques sont réalisées sur les segments en aluminium 
et en composite pour évaluer leurs performances respectives. 

4.2.1. Évaluation numérique des performances du segment robotique  

On analyse d’abord la conception du segment en composite par une simulation numérique. 
Des analyses statiques et dynamiques sont effectuées sur deux modèles éléments finis des 
segments en composite et en aluminium.  

4.2.1.1. Modèles des éléments finis des segments 

La Figure 4.1 présente les modèles EF, construits par le logiciel ANSYS®, du segment initial 
et du nouveau segment en composite. L'élément SOLID95 (l’élément hexaédrique à 20 
nœuds) et l'élément SOLID92 (l’élément tétraédrique à 10 nœuds) ont été utilisés pour mailler 
les modèles.   
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a)  

 
b)  

Figure 4.1 : Modèles éléments finis des segments robotiques : a) segment initial en 
aluminium b) nouveau segment en composite hybride 

Le segment initial est fabriqué en aluminium. Le nouveau est fabriqué en matériau composite 
hybride qui se compose de CRT de lin et CRT de carbone, dont les propriétés mécaniques ont 
été déterminées dans le chapitre précédent. Le Tableau 4.1 présente les propriétés des 
matériaux utilisés dans les modèles EF. 

Tableau 4.1 : Propriétés des matériaux dans le modèle éléments finis 
 CRT à fibre de carbone CRT à fibre de lin Aluminium 

Densité (kg/m3) 1389 1105 2700 

Module d’Young 
(GPa) 

E11= E22=44.2  
E33=6.51  
G12=3.61  

G13=G23=3.39  

E11= E22=8.6  
E33=4.17  
G12=1.86  

G13=G23=1.8  

70  

Coefficient de 
Poisson 

ν12=0.0079 ; ν13=ν23=0.0285 
ν12=0.1641 ; 

ν13=ν23=0.1876 
0.34 

Facteurs 
d’amortissement 

0.38 % 4 % 
0.2 % 

[Lee85] 

Les analyses statique et dynamique sont effectuées sur les modèles éléments finis. Dans 
l'analyse statique, le bras est fixé à une extrémité et l'autre extrémité est sollicitée par une 
force unitaire F = 1 (N) dans le plan de flexion du bras. 

La caractérisation dynamique consiste en une analyse modale et une analyse harmonique. 
L'analyse modale détermine les fréquences et les déformées modales du segment robotique. 
L'analyse harmonique est réalisée en appliquant une force sinusoïdale d’excitation dont les 
fréquences changent progressivement. À partir de l'analyse harmonique, la fonction de 
réponse en fréquence (FRF) est tracée. Elle permet de calculer le facteur d'amortissement de 
la structure du segment. 
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4.2.1.2. Comparaison des résultats 

Les résultats statiques et dynamiques des deux segments sont présentés dans le Tableau 4.2.  

Tableau 4.2 : Comparaison des résultats des deux segments  
 Segment initial en 

aluminium 
Nouveau segment en 

composite 
Différence 

Masse (kg) 0.605 0.544 -10% 
Analyse statique uzz (μm) 26.8 23.9 -11% 

Analyse modale 

f1 (Hz) 73 80 10% 

f2 (Hz) 75 80 8% 

f3 (Hz) 541 524 -3% 

Analyse harmonique η1 0.2% 0.6% 200% 

En observant les résultats, on remarque que le segment en composite hybride a une masse 
10% plus faible que celle du segment en aluminium. Cette réduction peut être expliquée par la 
diminution des masses des embouts à deux extrémités du segment en composite. Les embouts 
sont des parties pleines en aluminium. La conception du nouveau segment en composite 
conduit à des embouts de forme plus simple et permet d’avoir une masse plus faible. Dans 
l'analyse statique, le segment en composite hybride présente une rigidité meilleure que celle 
de l'aluminium, qui se traduit par une déformation plus petite de 11% en comparaison avec la 
déformation du segment en aluminium. 

En observant le Tableau 4.2, pour l'analyse modale, les segments en composite et en 
aluminium ont des fréquences modales assez proches. En outre, la première fréquence 
modale, la plus dominante dans la réponse vibratoire, du segment en composite est de 10% 
supérieure à celle du segment en aluminium. 

 
(a) 

 
(b) 

Figure 4.2 : Les fonctions de réponse en fréquence des deux segments : a) segment initial 
en aluminium    b) segment en composite hybride 
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La Figure 4.2 présente les résultats de l'analyse harmonique pour les deux types de segments. 
En observant la Figure 4.2, on remarque que l'amplitude des vibrations sous excitation 
harmonique du segment en composite hybride est très inférieure à celle du segment en 
aluminium. En utilisant la méthode de la bande passante, les facteurs d'amortissement des 
deux segments ont été déterminés comme présenté dans le Tableau 4.2. Le résultat montre 
l'amélioration de la capacité d'amortissement du segment en composite hybride, où le facteur 
d’amortissement du segment en composite hybride est 200% plus élevé que celui du segment 
en aluminium. 

4.2.2. Évaluation expérimentale des performances du segment en composite  

Dans cette partie, les performances de deux segments en aluminium et en composite sont 
comparées par l’expérimentation. Au début de la thèse, nous avions prévu de sous-traiter la 
fabrication des segments composites auprès d’une entreprise spécialisée dans le domaine des 
matériaux composites. Nous avons discuté avec quelques entreprises, mais, leurs méthodes de 
fabrication demandent une modification de la forme du segment. Donc, finalement, nous 
avons essayé de fabriquer les segments en composite par nous-mêmes. Au laboratoire, la 
technique de «moulage par infusion» a été déjà mise en œuvre par des étudiants au cours de 
leur projet. Pour cette raison, on a repris cette méthode pour la fabrication des bras 
composites. 

4.2.2.1. Fabrication du segment composite 

4.2.2.1.1. Structure du segment composite 

Dans la conception du segment effectué dans le Chapitre 3 précédent, la section optimale du 
segment robot est déterminée. La structure optimale du CSH est aussi définie, le résultat 
obtenu est [C/L/C]-[0.77 mm/0.46 mm/0.77 mm]-[0°/0°/0°] pour une épaisseur de référence 
de 2 mm. Pour la section réelle du segment, les épaisseurs des couches sont déterminées par 
multiplication avec le rapport entre l’épaisseur réelle et l’épaisseur de référence.  

On a mesuré les épaisseurs des couches dans les éprouvettes CSH. On a relevé que l’épaisseur 
d’une couche composite à tissu de carbone est d’environ 0.3-0.35 (mm) et l’épaisseur d’une 
couche composite à tissu de lin est d’environ 0.75-0.9 (mm). À partir de ces données, le plan 
de drapage des tissus représenté dans la Figure 4.3 a été donc établi pour la fabrication du 
segment en composite.  
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Figure 4.3 : Plan de drapage 

Le Tableau 4.3 présente les épaisseurs des couches déterminées par la conception et par 
l’estimation en fabrication, en fonction de l’épaisseur de la section du segment. On voit que 
les épaisseurs des couches estimées en fabrication sont assez proches de celles de la structure 
optimale en conception. 

Tableau 4.3: Épaisseurs des couches de la section du segment de la conception et de 
l’estimation en fabrication 

Position de 
l’épaisseur 

Couche 
Section en 
conception 

Section estimée en 
fabrication 

e=3 mm 

Carbone  1.155 mm 0.9-1.05  

Lin  0.69 mm 0.75-0.9 mm 

Carbone 1.155 mm 0.9-1.05 mm 

e=5 mm 

Carbone 1.925 mm 1.5-1.75 mm 

Lin 1.15 mm 1.5-1.8 mm 

Carbone 1.925 mm 1.5-1.75 mm 
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4.2.2.1.2. Méthode de fabrication 

Mise en œuvre choisie 

Au vu de la géométrie de la pièce (section circulaire à l’extérieur et elliptique à l’intérieur), 
des matériaux utilisés (renforts tissés et résine thermodurcissable) et des moyens à 
disposition, la technique de mise en œuvre choisie est celle par infusion. Cette technique 
permet, en tirant le vide entre un moule et un contre-moule (généralement souple), d’aspirer 
de la résine qui, en se propageant, imprègne les tissus. Dans notre cas, le moule est un tube en 
plexiglas (qui permet de visualiser le front de propagation de résine) et le contre-moule est 
une bâche à vide spécialement conçue pour l’infusion. Les plis de tissus de lin et de carbone, 
enroulés autour de la bâche à vide (scellée sur toute sa longueur par du scotch), sont insérés 
dans le tube. L’application du vide par une extrémité latérale du tube permet non seulement 
d’aspirer la résine par l’autre extrémité latérale du tube (et donc, d’imprégner les tissus) mais 
aussi de comprimer les tissus contre les parois du tube, assurant ainsi une forme bien 
circulaire à la pièce finale. Un mandrin central circulaire en aluminium sera également utilisé 
afin de faciliter l’enroulage des différents plis. 

Les points les plus délicats dans cette méthode sont :  

 de faire un vide suffisamment poussé pour faire avancer la résine à travers les renforts,  

 de forcer la résine à passer par les tissus, c’est-à-dire de ne pas créer d’autre chemin 
préférentiel,  

 de démouler la pièce finale. 

Pour ce dernier point, le tube est enduit à l’intérieur de cire de démoulage qui s’est déjà révélé 
efficace dans le cas d’une résine époxy. De plus, un tissu d’arrachage a été utilisé pour 
faciliter l’extraction du composite. Pour le premier point, il faut assurer une bonne étanchéité 
entre le moule et le « contre-moule ». Ceci sera réalisé au niveau de la bâche à vide rabattu 
sur les extrémités du tube ainsi qu’au niveau des différents tuyaux (d’arrivée de résine et de 
tirage du vide) à l’aide de scotch ultra-fort dédié à l’infusion et de mastic. Enfin, pour le 
second point, les tissus seront entourés, sur les faces intérieure et extérieure (au contact soit de 
la bâche à vide, soit du tube), d’un tissu perforé et d’une grille de diffusion conçus 
spécialement pour réaliser des pièces composites par infusion avec le moins de porosités 
possible. Il faut noter que, pour des raisons pratiques, ce tissu perforé sera confondu par la 
suite avec le tissu d’arrachage, du fait de la finesse de son maillage. Enfin, un disque en feutre 
drainant sera positionné perpendiculairement à l’axe principal du tube au niveau de l’arrivée 
de résine, afin de répartir la résine de façon homogène sur le rayon du tube. 
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Les matériaux utilisés sont : 

 un tissu de lin natté de 0,9 mm d'épaisseur et de densité surfacique 500 g/m², dont 
chaque mèche regroupe 4 fils, commercialisé par Composite Evolution sous le nom Biotex 
Flax 4×4 Plain Weave. 

 un tissu de carbone 12K de 0,35mm d’épaisseur, fourni par SF-Composites et produit 
par Hexcel sous la référence 48302. 

 une résine époxy (1040) et un durcisseur rapide (1048N), fournis par SF-Composites et 
produits par Résoltech 

 un tube en plexiglas de 50mm de diamètre et 80cm de long, fourni par EJM Plastiques 

 une bâche à vide de 75 µm d’épaisseur fournie par Composites Distribution sous la 
référence PATS215 

 du mastic SM6000 basse température 
Le reste du matériel utilisé (pompe à vide, pot à résine, tissu perforé d’arrachage, grille de 
diffusion, feutre drainant, tuyaux, clamp, scotch...) était fourni dans le kit d’infusion vendu 
par EasyComposites. 

Conception du tube. 

Le tube a préalablement été percé d’un trou d’environ 1cm de diamètre à chaque extrémité, 
d’un côté pour positionner le tuyau permettant de tirer le vide (haut du tube), de l’autre côté 
pour fixer le tuyau d’arrivée de la résine (bas du tube). Ainsi le vide fera « monter » la résine 
de bas en haut, ce qui facilitera la bonne imprégnation des tissus. Globalement, le schéma du 
tube est donné dans la Figure 4.4. 

 
a) 

 
b) 

Figure 4.4 : Schéma représentatif du tube en plexiglas et des éléments présents à l’intérieur : 
a) vue en face et dessus b) vue isométrique 

Préparation des tissus 

La forme optimale du bras en composite a été déterminée dans les chapitres précédents. Afin 
de réaliser une section circulaire à l’extérieur et elliptique à l’intérieur, tout en gardant les 
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taux de renfort optimums déterminés précédemment, les plis de tissus de lin et de carbone 
doivent être coupés à des dimensions exactes et empilés suivant un ordre bien précis comme 
présenté en Figure 4.5. 

Afin de réaliser cet empilement, les tissus de lin et de carbone sont coupés et posés les uns au-
dessus des autres. Ils sont ensuite cousus ensemble afin de les rendre manipulables et de 
pouvoir les enrouler autour du mandrin. Pour obtenir un bras en composite d’une longueur de 
50cm, la longueur des tissus a été fixée à 60cm en comptant une marge de sécurité de 10cm 
qui pourrait être moins bien imprégnée. 

Carbone 

Lin 

Carbone 

Figure 4.5 : Empilement des plis de tissus de lin et de carbone  

Empilement des différents éléments 

Pour que les tissus soient bien imprégnés de résine lors de l’infusion, ils sont recouverts (sur 
les faces intérieure et extérieure) d’une épaisseur de tissu perforé (blanc) et d’une épaisseur de 
grille de diffusion, comme illustré sur la Figure 4.6-a. Au centre de cet empilement, on 
distingue le mandrin qui servira uniquement de support pour l’enroulage des tissus et 
l’insertion dans le tube, ainsi que la bâche à vide, d’environ 1 m de long, enroulée autour du 
mandrin et scellée sur toute sa longueur par du scotch ultra-résistant. Les différentes 
épaisseurs de tissus sont ensuite cousues par paquet (excepté la bâche à vide évidemment) 
puis refermées autour du mandrin pour former un empilement concentrique (Figure 4.6-c). 
L’ensemble est ensuite inséré dans le tube en plexiglas, d’une longueur de 80 cm, présentant 
une section de 50 mm de diamètre et des parois de 4 mm d’épaisseur.  
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a) 

 
b) 

 
c) 

Figure 4.6 : a) Empilement des différents éléments b) Mise en place des tissus par couture  
c) Empilement concentrique de tissus prêt à être inséré dans le tube en plexiglas 

Infusion 

Une fois les tissus et autres plis insérés dans le tube, le mandrin métallique est retiré, la bâche 
à vide est rabattue aux 2 extrémités du tube et les tuyaux d’arrivée de résine et de tirage du 
vide sont positionnés. L’étanchéité est réalisée à l’aide de mastic et de scotch bleu 
(spécialement conçu pour l’infusion), comme le montre la Figure 4.7. 

 

Figure 4.7 : Montage prêt pour l’infusion 
Le tube est ensuite placé verticalement. Le tuyau du haut est relié à la pompe à vide (par 
l’intermédiaire du pot à résine) et celui du bas est plongé (encore clampé) dans un pot de 
résine contenant le mélange époxy – durcisseur (mélange ayant été fait dans les proportions 
indiquées par le fournisseur et à la toute dernière minute). Le pot à résine sert à éviter que de 
la résine ne se retrouve aspirée dans la pompe. La pompe est mise en route, ce qui a pour effet 
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de comprimer les tissus contre les parois du tube et de révéler les fuites. Une des étapes les 
plus longues commence alors : la détection, la localisation et la réparation des défauts 
d’étanchéité au niveau des tuyaux et de la bâche à vide. Une fois l’étanchéité assurée, on 
retire le clamp du tuyau du bas, ce qui a pour effet de mettre en mouvement la résine. En 
quelques minutes, celle-ci imprègne les tissus et on peut distinguer son front de propagation à 
travers le tube transparent (Figure 4.8). En tout, ce sont environ 500 ml de résine qui ont été 
consommés lors de cette infusion ; il faut noter que la quantité de résine réellement présente 
dans le composite final n’est pas facile à déterminer exactement puisque les pertes (dans les 
tuyaux, le pot à résine, etc.) ne peuvent pas être mesurées précisément. 

 

Figure 4.8 : Front de propagation de la résine en cours d’infusion (de bas en haut) ; on 
distingue la grille de diffusion et le tissu d’arrachage perforé à travers le tube (en haut) et les 

tissus imprégnés de résine (en bas). 
La réaction de réticulation de la résine époxy est très exothermique : le tube en plexiglas est 
très chaud, surtout en bas. Lorsque la résine a atteint le haut du tube et commence à apparaître 
dans le tuyau relié au pot à résine, le tuyau d’alimentation est clampé. On continue 
d’appliquer un léger vide pour permettre aux dernières bulles présentes dans le haut du tube 
de s’échapper. Enfin, le tuyau du haut est également clampé et on laisse la résine réticuler 
puis refroidir plusieurs heures.  

Démoulage 

Reste alors à retirer le tube, la bâche à vide, les tissus perforés d’arrachage et les grilles de 
diffusion. Le tube en plexiglas a tout d’abord été découpé à la scie pour permettre d’isoler le 
composite. La bâche à vide a également pu être décollée du reste des matériaux. Par contre, 
vu la géométrie de la pièce fabriquée et les fuites de résine qui ont tout de même eu lieu à 
l’intérieur du tube, les plis de tissu perforé et de grille de diffusion internes n’ont pas pu être 
retirés. Ces mêmes plis côté extérieur du composite n’ont pas non plus été retirés par peur 
d’endommager la surface du composite. Cependant, la masse totale de ces 4 épaisseurs est 
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suffisamment faible comparée à la masse du composite, et leur répartition est suffisamment 
uniforme le long du bras, pour pouvoir considérer l’impact de leur présence négligeable d’un 
point de vue mécanique (quasi-statique et dynamique).  

4.2.2.1.3. Résultat de la fabrication 

Le résultat obtenu de la fabrication du segment en composite hybride est présenté en Figure 
4.9. 

 

Figure 4.9 : Segment du bras robotique en composite stratifié hybride 
La Figure 4.10 présente une vue macroscopique des sections aux deux extrémités du segment 
composite. On peut voir dans la section en bas que la résine a bien imprégné les tissus, en 
revanche, l’imprégnation est moins bonne en haut.   

 

a) Section en bas 

 

b) Section en haut 

Figure 4.10 : Sections aux deux extrémités du segment  

On trouve aussi que les dimensions extérieures et les épaisseurs des couches correspondent 
assez bien à la conception. Le bord extérieur est circulaire et régulier. Mais, le bord interne est 
assez rugueux. La résine a imprégné et durci avec les grilles de diffusion qui sont donc très 
difficiles à enlever après la fabrication. Par conséquent, des améliorations de la méthode de 
fabrication sont nécessaires. On formule ici deux propositions de modification pour améliorer 
la méthode de fabrication : 
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 Le premier point, le mandrin intérieur doit être un tube rigide en section elliptique qui 
permet d’assurer la précision de dimensions intérieures de la section du tube. Ce 
mandrin servira comme le moule intérieur. 

 Le deuxième point, on peut enlever les tissus d’arrachage et les grilles de diffusion à 
l’intérieur et l’extérieur parce que ces couches sont difficiles à enlever en étape de 
démoulage. Le trou vide peut être formé par les moules intérieurs et extérieurs et les 
films plastiques.  

4.2.2.2. Dispositifs et protocoles d’essais 

Pour les essais expérimentaux, les segments sont encastrés à une extrémité, l’autre extrémité 
est laissée libre. La Figure 4.11 présente les encastrements des segments.  

 
a) 

 
b) 

Figure 4.11 : Encastrement des segments : a) segment en composite b) segment 
en aluminium 

Pour caractériser les comportements des segments, deux types d’essai sont réalisés : l’essai 
statique et l’essai dynamique. Le principe de l’essai statique est de mesurer la déformation des 
segments sous sollicitation. L’essai dynamique a pour but de déterminer les fréquences de 
vibration ainsi que les facteurs d’amortissement des segments.  

Les dispositifs et le protocole des essais sont les mêmes que les essais statique et dynamique 
effectués sur le robot initial.  

4.2.2.3. Résultat des essais et discussion 

Dans les essais statiques, les forces de 10 N et de 20 N sont consécutivement appliquées sur 
un point distant de 1 cm de l’extrémité libre du segment. On mesure le déplacement du point à 
2 cm de l’extrémité libre. Le Tableau 4.4 présente le résultat des essais statiques effectués sur 
les deux types de segment du bras robotique.   
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Tableau 4.4 : Comparaison des déformations des segments du bras robotique en aluminium et 
en composite 

Force 
Flèche du bras en 

aluminium (mm) 
Flèche du bras en 

composite (mm) 
Différence 

(%) 
10 N 0.247 0.229 -7% 

20 N 0.499 0.453 -9% 

En observant le tableau, on remarque que le bras composite présente un déplacement plus 
faible que celui du bras en aluminium. Ce résultat montre une amélioration de la rigidité en 
flexion du bras composite. La réduction de déformation est de 7-9%, ce qui est en accord avec 
l’estimation par les modèles éléments finis dans la section précédente. 

La Figure 4.12 présente deux courbes de fonction de transfert en accélération des segments en 
aluminium et en composite hybride.  

 
Figure 4.12 : Fonction de transfert en accélération des segments en aluminium et en 

composite 
En observant les diagrammes dans la Figure 4.12, on remarque que l’amplitude de vibration 
du bras en composite est beaucoup plus petite que celle du bras initial en aluminium. Cette 
diminution de l’amplitude peut conduire à une réduction des erreurs de positionnement et une 
augmentation de la précision en fonctionnement du robot. Ce résultat est en accord avec le 
résultat numérique. 
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Tableau 4.5: Résultat des essais dynamiques menés sur les segments aluminium et composite 

 Segment aluminium Segment composite 

Fréquence 
naturel (Hz) 

Facteur 
d’amortissement 

Fréquence 
naturel (Hz) 

Facteur 
d’amortissement 

Mode 1 53 - 53 3.4% 

Mode 2 129 2% 119 2.4% 

À partir des courbes de fonction de transfert, on peut déterminer des fréquences de vibrations 
correspondant aux pics dans les diagrammes. Le facteur d’amortissement correspondant à 
chaque fréquence peut être également déterminé en utilisant la méthode de bande passante par 
l’équation (4.1). Les résultats des essais dynamiques sont résumés dans le Tableau 4.5.   

 i

i

f
f
fi

f
ififi   (4.1) 

En comparant les résultats des essais dynamiques des deux segments en aluminium et en 
composite, on voit que ces deux segments présentent des fréquences assez similaires, bien que 
les fréquences du segment en composite soient un peu plus faibles que celles du segment en 
aluminium. Ce résultat peut être expliqué par la fabrication du segment. Comme déjà 
mentionné, des couches autres que des tissus imprégnés sont encore présentes dans les parois 
du tube. Donc, la masse du bras en composite est en réalité plus élevée que celle prévue dans 
la phase de conception. Cette augmentation de masse conduit à une diminution des fréquences 
de vibration puisque les fréquences de vibration d’une poutre sont des fonctions décroissantes 
avec de la racine carrée de la masse.  

On remarque que les facteurs d’amortissement des segments déterminés par les essais sont 
plus élevés que ceux des modèles éléments finis. Cette différence peut venir du système de 
support. Le bras est fixé sur une table en bois qui est un matériau viscoélastique et présente en 
général une rigidité beaucoup plus faible que celles de matériaux constituant les segments. En 
plus, les serre-joints ont des cales en matériau plastique qui ont donc aussi une capacité 
d’amortissement importante. Cependant, le segment en composite présente un facteur 
d’amortissement plus élevé que celui du segment aluminium, ce qui est en accord avec le 
résultat numérique.  

En conclusion, les résultats numériques et les résultats expérimentaux sont en accord. D’après 
ces résultats, les deux segments en composite et en aluminium ont des caractéristiques en 
termes de rigidité et de fréquences de vibration assez similaires avec une petite amélioration 
pour le segment en composite. En particulier, le segment en composite présente une capacité 
d’amortissement beaucoup plus importante que celle du bras en aluminium, ce qui se traduit 
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par une forte réduction de l’amplitude de vibration et un facteur d’amortissement plus élevé. 
L’amélioration du segment peut conduire à des améliorations des performances du robot. La 
section suivante va donc évaluer les performances du nouveau robot avec des segments en 
composite pour vérifier cette hypothèse.  

4.2. Évaluation des performances du nouveau robot 

Pour distinguer le robot avec des segments en composite du robot initial, on l’appellera dans 
la suite « le nouveau robot ». La Figure 4.13 présente le modèle CAO du nouveau robot.  

 
Figure 4.13 : Modèle CAO du nouveau robot 3CRS avec des bras composites 

Dans cette section, les comportements statique et dynamique du nouveau robot seront étudiés 
analytiquement par la même méthode que l’étude sur le robot initial. De plus, la capacité 
d’amortissement de la structure du robot sera également déterminée. Donc, on prendra en 
compte le comportement viscoélastique des matériaux en utilisant le principe de 
correspondance. Les performances du nouveau robot sont ensuite comparées avec celles du 
robot initial.  

4.2.1. Modèle analytique viscoélastique du robot 

La méthode analytique pour étudier le nouveau robot est la même méthode utilisée dans le 
chapitre 2, c’est la combinaison de la méthode d’analyse des matrices structurelles et les 
équations de Lagrange avec multiplicateurs. Afin d’évaluer la capacité d’amortissement de la 
structure du robot, le principe de correspondance est intégré dans la méthode de calcul. C’est-
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à-dire que le module complexe des matériaux est utilisé en remplacement de leur module 
élastique comme suit : 

 * 0 (1 )Al Al AlE E i* 0 (1 )Al Al Al(1 )Al Al Al(1 )E E i* 0E E i* 0 (1 )E E i(1 )Al Al AlE E iAl Al Al(1 )Al Al Al(1 )E E i(1 )Al Al Al(1 )(1 )Al Al Al(1 )Al Al Al(1 )(1 )E E i(1 )(1 )Al Al Al(1 )E E i(1 )Al Al Al(1 )   (4.2) 

 * 0 (1 )Fe Fe FeE E i* 0 (1 )Fe Fe Fe(1 )Fe Fe Fe(1 )E E i* 0E E i* 0 (1 )E E i(1 )Fe Fe FeE E iFe Fe Fe(1 )Fe Fe Fe(1 )E E i(1 )Fe Fe Fe(1 )(1 )Fe Fe Fe(1 )Fe Fe Fe(1 )(1 )E E i(1 )(1 )Fe Fe Fe(1 )E E i(1 )Fe Fe Fe(1 )   (4.3) 

 * 0 (1 )composite composite compositeE E i* 0 (1 )composite composite composite(1 )composite composite composite(1 )E E* 0E E* 0
composite composite compositeE Ecomposite composite composite(1 )composite composite composite(1 )composite composite composite(1 )(1 )i(1 )  (4.4) 

Les propriétés des matériaux utilisés dans le modèle analytique sont présentées dans le 
Tableau 4.6. Le matériau composite présente un comportement anisotrope, mais dans le 
modèle analytique, les segments sont considérés comme des éléments de poutre. Donc, il n’y 
a que certaines de leurs propriétés qui sont utilisées dans le modèle.  

Tableau 4.6: Propriétés des matériaux du modèle de calcul 

 Composite hybride Aluminium Acier 
Densité (kg/m3) 1330 2700 7800 

Module d’Young (GPa) E11= 36 ; G12=3.2 70 210 

Coefficient de Poisson ν12=0.05 0.34 0.31 

Facteurs d’amortissement η11=0.6 % η12=3.8 % 0.2 % [Lee85] 0.1 % [Lee85] 

Le modèle analytique est constitué de sous-éléments qui sont des éléments de poutre 3D. En 
prenant en compte le matériau viscoélastique, la matrice de rigidité d’un élément est donc :  
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Les analyses statiques et dynamiques sont ensuite réalisées de la même façon que sur le robot 
initial dans le chapitre 2 pour déterminer les rigidités et les fréquences modales du nouveau 
robot.  

Pour la détermination du facteur d’amortissement de la structure, le principe de 
correspondance a été appliqué dans le modèle d’homogénéisation du CSH (Chapitre 3). Le 
facteur d’amortissement du CSH a été déterminé par le rapport entre le module imaginaire et 
le module réel du matériau. Pour la structure du robot, on ne peut pas utiliser cette méthode 
pour déterminer le facteur d’amortissement de la structure. En fait, la relation entre la 
pulsation d’une structure élastique et celle de la même structure étudiée en viscoélasticité est 
donnée par l’équation [Bil10] :  

 2 2
0 (1 * )i2 2
0 (1 * )(1 * )(1 * )i(1 * )ω ω   (4.6) 

Avec ω la pulsation de la structure de comportement viscoélastique, ω0 la pulsation de la 
même structure de comportement élastique et η le facteur d’amortissement de la structure.  

À partir de l’équation (4.6), le facteur d’amortissement de la structure est donc déterminé par :  

 
2

2

Im( )
Re( )2

Im( )
Re( )2Re( )22

Im( )
Re( )2Re( )2

ω
ω

  (4.7) 

4.2.2. Analyse des performances du nouveau robot 3CRS  

4.2.2.1. Analyse statique du robot  

En utilisant le modèle analytique, les rigidités en translation du robot en fonction de la 
position de la plateforme sont déterminées et représentées sur la Figure 4.14. Dans ce calcul, 
l'orientation de la plate-forme mobile est maintenue constante à φx=φy=φz =0. 

En observant la Figure 4.14, on remarque que les rigidités de couplage Kxy, Kyz et Kxz sont 
presque nulle lorsque la plateforme se rapproche du centre de l'espace de travail. Kxx, Kyy et 
Kzz sont symétriques par rapport au plan Oxz. Les valeurs de la rigidité Kxx et Kyy sont presque 
identiques et diminuent avec l’augmentation de l’altitude de la plateforme. La rigidité Kzz 
augmente avec l'augmentation de la hauteur de la plateforme mobile. Elle est plus grande que 
celle dans les directions x et y. En plus, la rigidité Kzz ne change pas significativement dans 
chaque plan z. 
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Kxx 

 
Kxy 

 
Kxz 

 
Kyy 

 
Kyz 

 
Kzz 

Figure 4.14 : Cartes de rigidités du nouveau robot en fonction de la position de la plateforme 
Les rigidités en translation du nouveau robot sont calculées en fonction de l’orientation de la 
plateforme comme indiqué à la Figure 4.15. Dans ce calcul, la position de la plateforme 
mobile est maintenue constante à XE=YE=0 et ZE=400 (mm). En observant la Figure 4.15, on 
constate que la rigidité du robot varie considérablement lorsque l'orientation de la plateforme 
change. Les rigidités Kxx, Kyy et Kzz augmentent avec l'angle de rotation φz. La rigidité en 
translation dans un sens est très influencée par le changement de l’angle autour de l’axe 
perpendiculaire avec le sens considéré. Lorsque l'angle φz est plus grand, la variation de la 
rigidité du robot est plus stable. 
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Kyy 

 
Kyz 

 
Kzz 

Figure 4.15 : Cartes de rigidités en fonction de l'orientation de la plateforme 

4.2.2.2. Analyse dynamique du robot  

Les fréquences modales du nouveau robot sont déterminées comme illustré sur la Figure 4.16. 
On constate que les fréquences modales f1, f2 et f4 augmentent fortement avec l'augmentation 
du niveau z de la plateforme mobile. Le mode de vibration 3 est un mode spécial qui est 
découplé de la configuration du robot. En particulier, les fréquences modales ne changent pas 
significativement dans chaque plan z.  
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f1 

 
f2 

 
f3 

 
f4 

Figure 4.16 : Fréquences modales du nouveau robot en fonction de la position de la 
plateforme 

On constate que les cartes des fréquences modales et des rigidités du nouveau robot sont 
similaires à celles du robot initial. Cela peut s’expliquer par le fait que le schéma structurel du 
robot n’a pas changé. Une comparaison détaillée des performances du robot initial et du 
nouveau robot est faite dans la section suivante pour déterminer leurs ressemblances et leurs 
différences.  

4.2.3. Comparaison des performances des robots 

Les analyses statiques et dynamiques sont effectuées sur deux modèles de robot : le robot 
initial avec des segments en aluminium et le nouveau robot avec des segments en composite. 
La Figure 4.17 présente un comparatif des résultats statiques sur 27 points de calcul d’un cube 
3D dans l’espace de travail du robot. Les résultats des analyses dynamiques sur les deux 
modèles de robot sont présentés à la Figure 4.18. Les facteurs d’amortissement du robot initial 
et du nouveau robot sont déterminés et reportés dans le Tableau 4.7. 

Tableau 4.7 : Facteur d'amortissement du robot initial et du nouveau robot 

 Robot initial Nouveau robot Différence 
Facteur d’amortissement 0.2% 0.4% 100% 
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Figure 4.17 : Comparaison des déformations statiques entre deux modèles de robot 

 
f1 

 
f2 

 
f3 

 
f4 

Figure 4.18 : Comparaison des fréquences modales de deux modèles de robot 
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En observant la Figure 4.17, on remarque que les deux robots ont la même variation des 
déplacements sous la sollicitation en fonction de la position de la plateforme. Le robot initial a 
des déformations plus grandes que celles du nouveau robot avec des bras composites. Les 
différences sont environ de 6 à 8%. On peut dire que la rigidité du robot est améliorée, même 
si cette amélioration est assez faible. On voit à la Figure 4.18 que les variations de fréquences 
modales en fonction de la position de la plateforme de deux robots sont similaires. Les 
résultats des fréquences modales de deux robots sont quasiment identiques. Cependant, on 
remarque que les fréquences du nouveau robot sont un peu plus élevées d’environ 5% que 
celles du robot initial.  

Les ressemblances des variations des rigidités et des fréquences des deux robots s’expliquent 
par la conservation du schéma de structure du robot. Les petites améliorations en termes de 
rigidité et de fréquence de vibration du nouveau robot viennent des améliorations des 
performances des segments en composite obtenues dans la section 4.2. Ces améliorations 
peuvent enrichir plusieurs aspects de la capacité de travail du robot comme : la capacité de 
charge transportable plus élevée, des déformations statiques plus réduites, l’excitation plus 
forte et la vitesse et l’accélération plus élevées.  

En particulier, le nouveau robot possède une capacité d’amortissement beaucoup plus élevée 
que celle du robot initial (Tableau 4.7). Cette amélioration vient clairement de la capacité 
d’amortissement du matériau composite des segments. Cette amélioration va permettre de 
réduire considérablement l’amplitude des vibrations ainsi que le temps de leur atténuation. 
Elle conduit donc à une amélioration de la précision du robot puisque les vibrations 
influencent fortement la précision du robot en usinage. En plus, elle permet au robot de 
travailler dans des conditions de chargement plus exigeantes comme : des forces d’excitation 
plus élevées ou des vitesses et des accélérations plus élevées. Ces résultats permettent donc 
d’affirmer l’efficacité de l’utilisation des matériaux composites pour la conception des 
machines et robots.  

4.3. Conclusion 

Dans ce chapitre, les performances du segment du bras robotique en composite et du nouveau 
robot avec les segments en composite ont été évaluées. Les analyses statiques et numériques 
par la méthode des éléments finis ont été d’abord effectuées sur les segments. Après les 
simulations numériques, le segment composite a été fabriqué par la méthode de moulage par 
infusion. Cette méthode assure une bonne imprégnation des fibres, mais, elle pose des 
difficultés à l’étape de démoulage. Par conséquent, la géométrie du segment n’est pas 
vraiment identique à la celle attendue. Les améliorations pour la méthode de fabrication ont 
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été donc proposées. Des essais expérimentaux ont été ensuite réalisés sur les segments en 
composite et en aluminium pour comparer leurs performances. Deux types d’essais ont été 
réalisés : l’essai statique et l’essai dynamique. En comparant les performances des deux 
segments, on remarque que les résultats expérimentaux sont en accord avec les résultats 
numériques. D’après ces résultats, les deux segments présentent des caractéristiques assez 
similaires en termes de rigidité et de fréquences de vibration. Le segment en composite 
présente certaines améliorations par rapport au bras initial, en particulier, la réduction de 
l’amplitude de vibration et l’augmentation du facteur d’amortissement. 

Les performances du nouveau robot 3CRS avec segments de bras en matériau composite sont 
étudiées par la même méthode analytique utilisée dans le Chapitre 2. Pour déterminer la 
capacité d’amortissement du robot, la méthode de calcul est combinée avec le principe de 
correspondance. Donc, un modèle de calcul de la structure viscoélastique a été établi.  

Les cartes des rigidités et des fréquences modales du nouveau robot sont tracées en fonction 
de la position et l’orientation de la plateforme. En comparant avec le robot initial dont les 
segments de bras sont en aluminium, on trouve que le nouveau robot a le même type de 
variations des rigidités et des fréquences que le robot initial. Le nouveau robot présente des 
rigidités statiques et des fréquences modales un peu plus élevées que celles du robot initial. 
En particulier, le nouveau robot a une capacité d’amortissement beaucoup plus grande que 
celle du robot initial. Ces améliorations permettent de développer plusieurs performances en 
fonctionnement du robot telles que : un chargement plus élevé, le positionnement plus précis, 
des vitesses et accélérations plus grandes. Ces résultats confirment donc l’intérêt d’utilisation 
du matériau composite dans la structure du robot.  

Les principales contributions de ce chapitre sont les suivantes : 

(1) une modèle analytique pour modéliser les structures robotiques en considérant leur 
viscoélasticité. Ce modèle permet de déterminer la capacité d’amortissement du robot qui est 
un facteur très important dans l’étude de son comportement dynamique.  

(2) une étude d’évaluation de l’utilisation du matériau composite dans la structure robotique. 
Le résultat permet de confirmer l’efficacité de l’utilisation des matériaux composites, en 
particulier les composites hybrides, pour la conception des composants des machines et 
robots.  
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Conclusions et perspectives 
Le but de cette thèse est d’utiliser des matériaux composites avec renfort à fibres végétales 
dans la structure d’un robot pour améliorer ses performances. Concrètement, un matériau 
composite stratifié à fibres de lin et de carbone est utilisé pour reconcevoir les segments en 
aluminium du robot parallèle 3CRS.  

Le robot parallèle 3CRS étudié dans cette thèse est un manipulateur parallèle à 6ddl avec 
seulement 3 bras qui peut être utilisé dans plusieurs applications : opérations de "pick and 
place", télescopes astronomiques, machines-outils, systèmes de positionnement, contrôleur de 
mouvement, etc. Les comportements statiques et dynamiques du robot sont d’abord 
caractérisés. La méthode de caractérisation est une combinaison de la méthode d’analyse des 
matrices structurelles avec l’équation de Lagrange. La méthode de calcul prend en compte 
tous les paramètres structurels, les liaisons passives, ainsi que les rigidités des actuateurs. Elle 
est validée par la méthode des éléments finis et l’expérimentation avec une bonne précision. 
Cette méthode est donc intéressante pour l’étude de sensibilité de la structure et la 
programmation de la commande du robot.  

Grâce au modèle analytique du robot, deux types d’analyse ont été réalisés : une analyse 
statique et une analyse dynamique. Dans l’analyse statique, les cartes de rigidités du robot en 
fonction de la position de la plateforme et de l’orientation de la plateforme ont été tracées 
dans l’espace de travail cartésien. Les fréquences modales du robot sont également 
déterminées en fonction de la position de la plateforme. Ces résultats de caractérisation 
permettent d’évaluer la conception et de déterminer les zones de travail de sécurité du robot 
en fonctionnement. Ces résultats constituent les données d’entrée pour l’amélioration des 
performances du robot initial.  

Les segments des bras du robot ont été choisis pour une reconception en matériaux 
composites parce que ce sont les pièces principales de la structure du robot et qu’ils 
influencent le plus le comportement du robot. La forme du segment a été premièrement 
optimisée pour mieux l’adapter aux sollicitations sur le robot. La méthode d’optimisation est 
basée sur une analyse des dérivées de la fonction objectif qui est formulée à partir de plusieurs 
critères d’optimisation. Cette optimisation permet aussi de définir les conditions relatives aux 
propriétés du matériau composite qui sont utilisées pour la conception de sa structure.  

La structure du matériau composite est ensuite optimisée pour satisfaire les exigences du 
robot 3CRS. Le composite considéré est un composite stratifié hybride qui comprend deux 
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couches en composite à renfort tissé de fibres de carbone pour les peaux et une couche en 
composite à renfort tissé de fibres de lin pour l’âme. Un modèle d’homogénéisation 
analytique a été développé pour ce type de composite. Les propriétés des matériaux 
constituants du composite (fibres de lin, fibres de carbone, matrice de résine époxy) sont 
déterminées expérimentalement, les résultats des essais s’accordent avec les résultats trouvés 
dans la littérature. Ces résultats constituent les données d’entrée du modèle 
d’homogénéisation. Vue la complexité de la structure du CSH, le modèle d’homogénéisation 
se décompose en trois niveaux d’homogénéisation : l’homogénéisation du composite 
unidirectionnel (UD), l’homogénéisation au niveau d’une couche composite à renfort tissé et 
l’homogénéisation de l’ensemble du composite stratifié hybride (CSH). En particulier, cette 
méthode est combinée avec le principe de correspondance pour calculer les facteurs 
d’amortissement de la structure du composite. Le modèle d’homogénéisation est validé avec 
une bonne précision par un modèle éléments finis et des résultats issus de l’expérimentation. 
Une analyse de la structure du CSH a été effectuée, puis la variation des propriétés du CSH en 
fonction de ses variables structurelles a été discutée. La structure optimale du CSH est ensuite 
optimisée par une méthode de discrétisation. Cette méthode se base sur une base de données 
discrète qui est établie par l’utilisation du modèle d’homogénéisation analytique.  

À partir de l’optimisation de la forme du segment et l’optimisation de la structure du 
composite, la conception du segment a été définie. Une simulation numérique est effectuée 
par les modèles éléments finis du segment initial et du nouveau segment dans le logiciel 
ANSYS. L’analyse statique et l’analyse dynamique montrent que le segment composite est un 
peu plus rigide et un peu plus légère que le segment initial. Il apporte donc une petite 
amélioration sur le comportement statique et dynamique du bras robotique. Par ailleurs, les 
résultats montrent que le matériau composite apporte une amélioration importante sur la 
capacité d’amortissement du bras ce qui conduit à une forte diminution de l’amplitude de 
vibration. Après la validation numérique de la conception, un segment est fabriqué au 
laboratoire par la méthode de moulage par infusion de résine. Cette mise en œuvre a montré la 
difficulté de fabrication d’un tube composite creux avec une bonne qualité en termes de 
précision géométrique et d’imprégnation de la préforme de fibres dans le composite. Le 
segment en composite et celui en aluminium sont ensuite testés par les essais statiques et 
dynamiques. Les résultats montrent que les deux segments possèdent des caractéristiques 
similaires avec un léger avantage pour le segment en composite. 

Enfin, le comportement du nouveau robot avec des segments composites est déterminé par la 
même méthode utilisée pour l’étude du robot initial. Le principe de correspondance a été 
intégré dans la méthode de calcul pour prendre en compte la viscoélasticité de la structure du 
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robot. Des performances statiques et dynamiques du nouveau robot ont été calculées et tracées 
dans l’espace de travail cartésien du robot. En comparaison avec le robot initial, on trouve que 
l’utilisation du CSH pour les segments des bras du robot 3CRS permet d’améliorer 
légèrement la rigidité et les fréquences modales du robot et d’augmenter fortement sa capacité 
d’amortissement. Ces améliorations conduisent à une augmentation des performances du 
robot en utilisation, en particulier la capacité d’amortissement des vibrations rencontrées au 
cours du fonctionnement.  

En perspective à ces travaux, les résultats de cette étude peuvent continuer dans les directions 
suivantes : 

 L’application de la méthode proposée (AMS-Lagrange) pour la commande afin de 
compenser les déformations dues aux interactions mécaniques liées aux procédés. 

  L’extension de la méthode AMS-Lagrange à d’autres types d’études comme l’analyse 
de sensibilité et son application à d’autres structures de robots  

  L’amélioration du procédé de fabrication 

  L’étude de la résistance du matériau composite hybride à l’influence d’environnement 

  L’application du modèle d’homogénéisation pour d’autres types de renforts pour 
atteindre un matériau composite hybride plus performant 

  L’extension de l’utilisation du matériau composite hybride (synthétique-végétale). 
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