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Introduction

Les algébres de Hopf d’arbres sont en général munies d’un produit associatif libre, commu-

tatif ou non. Elles sont donc essentiellement caractérisées par leurs co-produits, [10, 14, 4, 26].
A la suite des travaux de P. Chartier, E. Hairer et G. Vilmart |9] sur la substitution des B-séries
en analyse numérique, D. Calaque, K. Ebrahimi-Fard et D. Manchon ont introduit un nouveau
co-produit [4] sur une algébre commutative de foréts d’arbres enracinés H. Cette algébre de
Hopf co-agit (a gauche ou a droite) sur 'algébre de Hopf Hek, introduite par A. Connes et
D. Kreimer [10] dans le but d’étudier un probléme de renormalisation. L’algébre de Lie des
éléments primitifs du dual gradué H® est munie d’une structure pré-Lie & gauche, notée > qui
s’exprime en termes d’insertion d’'un arbre dans un autre.
La co-action a gauche se transporte au niveau des algebres pré-Lie comme une relation de ”
dérivation” de la loi > sur la structure pré-Lie de greffe d’un arbre sur un autre notée — obtenue
sur l'algébre de Lie des éléments primitifs du dual gradué H . Nous donnons deux démons-
trations, I'une par un calcul direct en dualisant la co-action de H sur Hoi et Pautre par les
opérades en se basant exactement sur I'opérade pré-Lie [§]. Ensuite, nous mettons également en
évidence un co-produit sur l'algébre tensorielle H ® Hox qui en fait une algébre de Hopf dont
le dual gradué est isomorphe a l’algébre envoloppante du produit semi-direct des deux algebres
de Lie sous-jacentes aux algebre pré-Lie de greffe et d’insertion [25].

Soit T = @Tn = T, ® T, ou T, est I'espace vectoriel engendré par les arbres enracinés a
n>1
n sommets. En 2001, Frédéric Chapoton et Muriel Livernet ont montré que l'algébre pré-Lie

des arbres enracinés (T, —) est l'algébre pré-Lie libre sur un seul générateur, en montrant le
résultat comme conséquence de leur description de l'opérade pré-Lie par les arbres enracinés
labellisés [8]. En 2002, le méme résultat a été démontré par A. Dzhumadil’daev et Clas Lofwall
dans [12| sans faire appel aux opérades.

Nous avons montré que I'algébre pré-Lie d’insertion (77, ) est engendrée par deux générateurs
mais n’est pas libre : nous exhibons en effet deux familles de relations non triviales [28].

Le bon objet mathématique pour étudier les différents types d’algébres : associatives, commuta-
tives, Lie, Leibniz, pré-Lie, Dendriformes, non associatives permutatives (qu’on appelle dans la
suite algébres N AP) etc..., est la notion d’opérade. Cette notion (la terminologie "opérades" est
due a J. P. May) est apparue dans les années soixante-dix en topologie algébrique (J. Stasheff,
J. P, May, J. M. Boardman, R. M. Vogt). On observe depuis les années quatre-vingt dix un
regain d’intérét pour cette théorie, dit & la mise en évidence de liens avec la cohomologie des

graphes, la dualité de Koszul, la théorie de représentations et la théorie quantique des champs.



Dans notre travail, nous nous sommes concentrés principalement sur les deux opérades pré-Lie
et NAP, gouvernant respectivement les algébres pré-Lie et les algébres non-associatives permu-
tatives NAP. Plus précisément on déforme l'opérade NAP. Nous n’avons pas réussi a le faire
dans le cadre ordinaire des opérades. Par conséquent, nous introduisons la notion d’ "opérades
a débit constant" qui sont des opérades colorées avec structure de sem-groupe additif sur les
couleurs. Cette terminologie peut-étre justifiée comme suit : les opérations n—aires sont repré-
sentés par n rivieres qui se jettent dans un lac et une riviere qui s’en écoule dont le débit est
la somme des flux entrants. La déformation des opérades dans le sens ordinaire a été récem-
ment utilisée dans la quantification par déformation |20, 13, 27|, voir aussi 3] dans un contexte
des algebres dupliciales et dendriformes. Nous avons introduit une famille d’opérades a débit
constant O* dépendant d’un paramétre scalaire A. Cette famille constitue une sorte de défor-
mation de l'opérade NAP ; on obtient I'opérade NAP pour A\ = 0 et I'opérade Pré-Lie pour
A = 1. Le prototype de ces opérades a débit constant est I'opérade Endop(V) ou V = @ Vi,

n>1
est un espace vectoriel gradué.

Le premier chapitre est consacré a des rappels de résultats généraux sur les algébres de Hopf.
Le chapitre 2 est consacré aux études des deux algébres pré-Lie d’insertion > et de greffe
— issues respectivement des algébres de Hopf H et Hegx. Nous montrons que pour tout
te7T u,veT, ona:

t>(u—v)=(t>u) —»v+u— (t>0).

Cette relation nous a aidé a mettre en évidence un coproduit sur H®Hq i qui en fait une algebre
de Hopf dont le dual gradué est isomorphe a 1’algébre enveloppante du produit semi-direct des
deux algebres sous-jacentes aux deux algebres pré-Lie considérées.

Le chapitre 3 est consacré a 1’étude de lalgebre pré-Lie d’insertion (J7,1>). Dans ce but,
suivant une idée de F. Chapoton, nous avons défini I'énergie potentielle d’un arbre par d(t) =

Z h(v) ou V (t) est 'ensemble des sommets de l'arbre ¢ et h(v) est la distance entre la racine
)

veV(t
de t et le sommet v. Nous montrons que cette algebre est engendrée par deux générateurs et

nous montrons qu’elle n’est pas libre en donnant deux familles non triviales de relations. A
la fin de ce chapitre, on a défini une autre loi pré-Lie sur les arbres enracinés notée . On a
montré aussi que (J',®) est une algébre pré-Lie non libre en donnant quelques relations.

Le dernier chapitre est organisé comme suit : les deux premiéres sections sont des généralités
sur les opérades, en mettant ’accent dans la deuxiéme section sur la description des opérades
dans le cadre des espéces. La troisiéme section est un rappel des opérades pré-Lie et NAP in-
troduite par F. Chapoton et M. Livernet dans [8] et [18]. La quatriéme section est consacrée a
I'introduction de la notion d’opérade a débit constant. Grosso modo, ces objets sont étroitement
liées aux opérades colorées avec structure d’un semi-groupe additif sur les couleurs. Nous don-
nons l'opérade Endop(V'), ou V est un espace vectoriel gradué positivement, comme exemple
de ces opérades. Dans la cinquiéme section nous construisons pour tout scalaire A 'opérade a
débit constant O* sur les arbres enracinés. Dans ce but nous introduisons des arbres labellisés

avec des poids strictement positifs sur les sommets. Nous avons défini I’énergie potentielle d’un

7



tel arbre ¢ par :

d(t)= > hv) ],

veV(t)
ou |v| désigne le poids du sommet v. Nous montrons alors comment on peut considérer 'opérade
pré-Lie comme déformation de l'opérade NAP dans ce cadre. En oubliant la graduation (les

poids des sommets), on obtient pour A = 0 'opérade NAP et pour A = 1 'opérade pré-Lie.



Chapitre 1
Introduction aux algébres de Hopf

Dans ce chapitre, on va introduire la notion d’algébre de Hopf en donnant des exemples.
On va commencer par étudier les algébres, les cogebres, les bigebres et les algébres de Hopf.
Les références classiques sur ce sujet sont [1, 29| et [19]. Dans ce chapitre K est un corps de

caractéristique zéro.

1 Algébres, cogébres et bigébres

1.1 Algébres

Définition 1 Une K-algébre unitaire est un triplet (A,m,n) ou A est un espace vectoriel,

m:ARA — Aetn: K — A des applications linéaires, satisfaisant les deuxr axiomes

suvants :
— Associativité
mo (m® Id) =mo (Ild®m).

C’est-a dire le diagramme suivant commute

Id@m

ARAR®A AR A
m®1dl lm
A®A _ A

— Unité :
mo (Id®n)=Id=mo(n® Id).

L’algebre A est dite commutative si

morT =nm,

o 7(a ®b) = b® a pour tout a,b € A. L’application 7 est dite la volte de A ® A.
De la méme maniére, les notions de module (a gauche ou a droite), d’idéal, de sous-algébre

s’expriment sous forme de diagrammes commutatifs.



Définition 2 Une sous-algébre de A est un sous espace vectoriel B de A tel que :

m(B® B) C B et n(K) C B.
Un A module a gauche est un couple (M, p) o M est un espace vectoriel et p: AQ M —
M wvérifiant les axiomes suivants :
- Associativité :
po(m®ld)=po(ld®p).
- Unité :
po(n®Id) = 1Idy.

— Un idéal a gauche de A est un sous-espace I de A tel que :
m(A®I) C I

De méme I est un idéal a droite, sim(I®A) C 1. Un idéal bilatére de A est un sous-espace
I de A tel que :
mAI+1®A) CI.

Définition 3 Soient A et B deux algébres et ¢ : A — B une application linéaire. On dit que

¢ est un morphisme d’algébres si :

mBO(¢®¢):¢OmA7

et
pong=ng.

1.2 Cogébres

Pour définir les axiomes des cogébres, nous allons dualiser les axiomes définissant les algébres.

Définition 4 Une cogébre (ou coalgébre) co-unitaire est un triplet (C, A, €), ou C' est un espace
vectoriel, A : C — C' ® C (coproduit) et € : C' — K (co-unité) satisfaisant les deux aiomes
sutvants :

— Coassociativité :
(Id®@ A)o A= (A®Id)oA.

— Co-unité :

(eId)oA=1Id=(Id®e)oA.
La cogébre C' est dite cocommutative si
To A=A,

ou 7 est la volte de C' @ C.
Notation de Sweedler [29] : Le coproduit d’un élement est une somme de tenseurs, ainsi

pour z € C, on va utiliser la notation suivante (dite notation de Sweedler) :

Ax) = le ® Ty.
(z)

10



Alors 'axiome de co-associativité s’écrit pour tout x € C, de la maniére suivante :
LY (), ¢ ()0 = XX 00 (), @ (o), = Eanes
(x) (21) ) (22) ()

[’axiome de co-unité s’écrit pour tout x € C' :

Remarque 1 La co-unité € est unique.
Dualisons maintenant les notions d’idéal et de sous-algebre.

Définition 5 Soit C' une cogébre et V un sous-espace de C.
1.V est dite sous-cogébre de C' si A(V) C V@ V.
2.V est dit coidéal bilatére si A(V) CV@C+CRV ete(V)=0.

3. Un espace vectoriel M est un C'—comodule a gauche, autrement dit C' coagit a gauche
sur M s’il existe une application linéaire 6 : M — C ® M wvérifiant les deux axiomes
survants :

(A® Idy)od = (Ide®0d) o,
et

4. Un espace vectoriel M est un C'—comodule a droite s’il existe une application linéaire
0: M — M ® C tels que :

((5®Idc)05:([dM®A)05,

et
(Idy @ €)oo = Idyy.

Définition 6 Soient C' et D deux cogébres et ¢ : C' — D une application linéaire. On dira

que ¢ est un morphisme de cogébres si :
Apod=(p® ¢)oAg, soit encore qu(xl) ® ¢(x2) = Z (o(2)), ® (¢(x)), Ve C.
(z) (¢(x))
et
€p © d) = €c,

c’est-a- dire si les deux diagrammes suivants commutent :

U

C D
Acl lAD
CxC Y D®D

11



€D

D—K

I

Proposition 2 Soit ¢ : C — D un morphisme de cogébres. Alors Im(¢) est une sous-
cogebre de D, Ker(¢) est un coidéal de C' et C/Ker(¢) est une cogébre isomorphe a Im(¢).

L’isomorphisme est la bijection induite par ¢.

Exemple 1 1. Soit V' un espace vectoriel de base (e;)ic; alors (V,A€) est une cogébre
cocommutative, ou :
A(el) =e€; ey, ViGI,
ele;) =1, Viel.

2. Soit n € N* et M,(K) Uespace des matrices carrées d’ordre n. Soit (e;;)1<ij<n la base

canonique de M, (K). On pose A(e; ;) Z eir @ ep; ete(e; ;) =0;; oud;; estlesymbole
k=1
de Kronecker. On vérifie bien que (Mn(K), A, e) est une cogebre. Elle est cocommutative

stn=1.
3. Soient C' et D deux cogébres. Alors C® D est aussi une cogébre, avec le coproduit suivant :
(Idc RXT X [dD) e} (AC X AD);

autrement dit :

ZZ x1®y1 x2®y2),V$€Cety€D.
(v)

(D

Et la co-unité est € : x @ y — ec(x)ep(y).

Proposition 3 1. Soit (C, A, €) une cogébre (non nécessairement de dimension finie). Alors

C* est une algebre avec le produit défini par :

fo(x) = (f®goA Zf%

et l'unité donnée par la transposée de €, i.e u(\) = /\6.

2. Soit (A, m,n) une algébre de dimension finie. Alors A* est une cogébre avec le coproduit

A=m": A" — (A®A)* = A" ® A" et la counité est € : f — f(1a).
Preuve :

1. Associativité : Soient f, g et h trois éléments de C*, pour z € C on a :

(f9)h(z) = D (f9)(w1)h(a2)
= %%f((xl)l)g((m)g)h(w)
= %%f(m)g((wz)l)ﬂ(@)g)
= > f(w1)gh(as)
= ng()gh)(w)-

12



Dans le passage de la ligne 2 a la ligne 3 on a utilisé la coassociativité de A.

De plus, pour tout x € C* :

(uM)f) @) = (ef <x>
(

Dans le dernier passage, on a utilisé la compatibilité entre € et A. Par le méme calcul on

montre aussi que fu(1l) = f.

2. Coassociativité : Soit f € A*. En identifiant (A® A® A)" a A" ® A" ® A" (car A est de
dimension finie). Pour towt 1@ y®@ 2 € AQ A® A :

(A@Id)o A(f)z@y®z) = A(f)(zy® 2)

D’autre part, en notant € : f —— f(1), pour tout = € A :

(e®Id) o A(f)(x) = f(1.x) = f(x).

De méme pour (Id® €) o A.

1.3 Bigébres

Une bigébre (ou bialgebre) est a la fois une algébre et une cogébre, avec une compatibilité

entre les deux structures.

Définition 7 Une bigebre est une famille (B, m,n, A, €) ot
1. (B, m,n) est une algébre unitaire.
2. (B, A ¢€) est une cogébre co-unitaire.

3. m et n sont des morphismes de cogébres co-unitaires, ou bien d’une maniére équivalente

A et € sont deur morphismes d’algébres unitaires.

Définition 8 1. Soient B et B' deuz bigeébres et ¢ : B — B’ une application linéaire. On
dit que ¢ est un morphisme de bigebres si ¢ est a la fois un morphisme d’algébres unitaires

et un morphisme de cogébres co-unitaires.

2. Soit B une bigebre et I un sous-espace de B. On dit que I est un bi-idéal, si I est a la

fois idéal et co-idéal.
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Exemples 4 1. Soit G un semi-groupe multiplicatif. Soit KG l’espace vectoriel de base les
éléments de G. Le produit de G est étendu par bilinéarité & KG tout entier i.e m(Ag ®
Ng") = MNgg pour tout \, N € K et g,g" € G. Ainsi KG est une algebre. On définit
un coproduit sur KG par A(g) = g ® g pour tout g € G. Ainsi KG est une cogébre. Sa
counité vérifie e(g) = 1 pour tout g € G. De plus pour tout g,h € G :

A(gh) = gh®gh=(g®g)(h® h)=A(g)A(h),

e(gh) = 1=c¢(g)e(h).
Ce qui prouve que A et € sont deux morphismes d’algébres. Donc KG est une bigébre,
elle est cocommutative, et elle est commutative si G est commutatif. Sa dimension est le
cardinal de G.

2. Bigebre tensorielle et bigébre symétrique : Soit V' un espace vectoriel. On définit par
récurrence surn, V" =V @ VO et VY = K. L’algebre tensorielle est définie par :
(V) =V,
neN

le produit étant donné par la concaténation. L’algébre T'(V') est munie d’une structure de

bigebre définie par la formule suivante :
A)=v®1+1®wv, pour toutv e V.

L’application A 'V — T(V) @ T(V) ainsi définie s’étend en un unique morphisme
d’algebres A : T(V) — T (V)R T(V), car T(V) est lalgébre associative libre sur V. On
vérifie facilement que T(V') est cocommutative, elle est commutative si et seulement si
dim(V) =0 ou 1.
La counité e est définie par :

e(v) = 0 Ywev,

e(A) = XA VAeK.

Décrivons de maniére plus précise le coproduit de T'(V'). Nous allons utiliser les notations

suivantes : Soient vy, ..., v, € V. Pour toute partie I = {iy,...,ix} C {1,...,n}, avec
1 <9 <...<ig, ONn pose vy =v; ...v; . En particulier vy, = 1. Alors
A(/Ul.../l)n) = Z ’UI®/UICa
IC{1,...,n}
ou v° désigne le complémentaire de I dans {1,...,n}. Ce coproduit s’appelle coproduit de

battage (coproduit shuffle) de vy ... v,.

L’algébre symétrique S(V') est par définition T(V') /I ou I l'idéal engendré par x@y—yQx
pour tout x,y € V. Ainsi S(V) est une bigebre commutative et cocommutative. Plus
précisément le coproduit sur S(V') s’écrit :

k! S |
Aoy* .. o) = . — vl @ T
( 1 ) Z ]1!(k1 _]1)! ]n!(kn _]n)! 1 1
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pour tout vy,...,v, €V et ky,..., k, € N.

2 Convolution et algébres de Hopf

2.1 Convolution

Soient (A, m,n) une algébre et (C, A, €) une cogébre. On définit le produit de convolution

noté x sur 'espace vectoriel des applications linéaires de C' dans A par

frg=mo(f@g)oA.

Autrement dit, pour tout x € C' :
(f*9)(x) =3 F(a1)g(2).
(z)

Proposition 5 L’espace des applications linéaires de C' dans A muni de * est une algebre

associative. L unité est ['application u o €.

Preuve :
Soient f,g,h € Hom(C, A). Pour tout x € C :

(f*g)*xh(z) = Zf*g(ﬂfl)h(xg)
(z)
= 33 F (@) g((x1)2)h(ws)

(z) (z1)

= YN F(m)g((m)a) h((22)2)

(z) (x2)

= > fla1)(g*h) ()
(z)
= fx(g*h)(z)

D’autre part, si f € Hom(C, A) et tout x € C on a :

noex f(x) = f(D elwr)w
(x)
= [f(z),
de méme on vérifie que :
fruoe=f.

Ainsi (H om(C, A),*,uo e) est une algébre associative.
O

Remarque 6 Si H est une bigébre, on peut prendre A = C = H. Alors Hom(H, H) est muni
d’un produit x, qui n’est pas la composition. L’élément neutre pour ce produit est v — €(x)1y,

ce qui n’est pas Idpg.

15



2.2 Algeébres de Hopf

Définition 9 Soit H une bigébre. On dira que H est une algebre de Hopf si Idy posséde un
mverse dans ’algébre de convolution (Hom(H, H),*,uo e). L’unique inverse de Idy est appelé
antipode de H et est noté en général S. Autrement dit, H est une algébre de Hopf s’il existe

une application linéaire S : H — H telle que pour tout x € H :
Z S(xl)xg = Z a:ls(xg) = e(x)ly.
(x) (x)

Remarque 7 L’antipode est unique lorsqu’il existe.

Définition 10 Soit H une algébre de Hopf et I un sous-espace de H.

1. On dira que I est une sous-algébre de Hopf de H si ¢’est une sous-bigébre de H et S(I) C
I.

2. On dira que I est un idéal de Hopf de H si c’est un bi-idéal et si S(I) C I.

Définition 11 Soient H et H' deux algébres de Hopf. Soit ¢ : H — H' une application
linéaire. On dit que ¢ est un morphisme d’algébres de Hopf si ¢ est un morphisme de bigébres
et poS =500, ou S est ’antipode de H'.

2.3 Exemples d’algébres de Hopf

1. Soit G un groupe. Soit S : KG — KG l'application linéaire qui envoie ¢ sur ¢~ pour
tout g € GG. Alors pour tout g € G :

(S 1d)(g) = S(9)g = 1a = e(g9)la = (Idx S)(g).

Ainsi KG est une algebre de Hopf, son antipode est S défini ci-dessus.
2. Si I est une sous algébre de Hopf de H, alors I est une algébre de Hopf d’antipode S I

3. Si [ est un idéal de Hopf, alors :
H/I est une algébre de Hopf d’antipode induit par S.

3 Espaces gradués

Définition 12 Soit V' un espace vectoriel. On dit que V est un espace vectoriel gradué s’il

existe une famille (V,)nen de sous-espaces de V' de dimension finie telle que :

V=

n>0

Les éléments de V,, sont appelés les éléments homogenes de degré n.

Pour tout v € V', le degré de v est le plus petit entier naturel n tel que v € Vo & ... D V,.
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3.1 Bigébres graduées

Soit H une bigébre. On dira que H est une bigébre graduée si :

1. H:@Hn.

n>0

2. Les applications m,n, A et € sont homogénes de degré zéro, i.e :

m(H, ® Hyp) C Hyp

AH,) C > H,®H,
pt+q=n
(k) C Hoy
e(Hy) C K
€(Hp) = 0, pour tout n € N*.

Une algebre de Hopf H est dite graduée si elle est graduée en tant que bigebre et si S(H,,) C H,
pour tout n € N.

3.2 Algébres de Hopf connexes

Définition 13 Soit B une bigébre. On dira que B est conneze si dim(Hy) = 1. Comme 1p €
Hy, B est connexe st Hy= K.1p.
Soit H une algébre de Hopf graduée. On dira que H est une algébre de Hopf conneze si elle est

connexe comme bigébre.
Théoréme 8 Soit H une bigebre connexe. Alors H est une algebre de Hopf.

Preuve :

Montrons par récurrence sur le degré que 'antipode S existe.
1. Comme A(ly) =15 ® 1y, ona S(ly) = 1p.
n
2. On suppose que S(x) existe pour tout = € @ Hj.. Comme A est homogéne de degré zéro,

K=0
on a pour tout x € H,

Alx)=z®@1g+ 1y @z + > T, @ T4,

1<p,g<n+1 et p+qg=n+1

ou x, € H, et x, € H,. On a pour tout = € kere :

S*Id(x) =0,
et d’autre part :
SxIdx) = S(z)+S(1y)x+ > S(zp)z,
1<p,g<n et p=g=n+1
= Sz)+x+ Z S(xp)x,

1<p,g<n et p=g=n+1

= 0.
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Donc

S(x) =—x— Z S(xp)x,.

1<p,q<n et p+qg=n+1

Ce qui montre que H est une algébre de Hopf d’antipode S défini par récurrence.

O

Exemple 2 L’algébre tensorielle T(V'), ou V' est un espace vectoriel est une algébre de Hopf.
T(V) est graduée par les longueurs des mots. Son antipode est définie pour tout vy, ...,v, € V
par :

S(vy...v,) = (=1)"v, ... 01.
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Chapitre 2

Lois pré-Lie en interaction

1 Introduction

Dans tout ce chapitre K désignera un corps de caractéristique nulle. Alain Connes et Dirk
Kreimer ont introduit une algebre de Hopf Hox commutative non cocommutative sur les foréts
d’arbres enracinés. Leur coproduit est définit a I’aide des coupes admissibles. Dans larticle [4],
Damien Calaque, Kurusch Ebrahimi-Fard et Dominique Manchon ont introduit un nouveau
coproduit sur une algébre commutative de foréts d’arbres enracinés H. L’algebre de Lie des
éléments primitifs du dual gradué H® est munie d’une structure pré-Lie & gauche, notée > qui
s’exprime en termes d’insertion d’un arbre dans un autre. Dans ce chapitre on montre qu’il y
a une relation “de dérivation” reliant cette structure a la structure pré-Lie a gauche de greffe
d’un arbre sur un autre [8], notée —, obtenue sur 'algébre de Lie des éléments primitifs du dual
gradué K, de I'algébre de Hopf Hex [10]. Dans la deuxiéme partie de ce chapitre, On met
également en évidence un coproduit sur le produit tensoriel H @ Heog qui en fait une algébre
de Hopf dont le dual gradué est isomorphe a I’algébre enveloppante du produit semi-direct des

deux algebres de Lie sous-jacentes aux deux algebres pré-Lie considérées.

2 Algeébres pré-Lie

Une K-algébre magmatique (F, *) est un espace vectoriel £ muni d’une application bilinéaire
qui & chaque couple (z,y) associe z * y. Pour tout € E on note L, l'application linéaire de F
définie par :

L.(y) =z %y, pour tout y € E. (2.1)

On munit £ du crochet suivant :
[z, y] =2 xy—y=*uz. (2.2)

Soit L(F) ={f: FE — E, f linéaire}. On munit L(F) du crochet de Lie habituel :

[f.,9]=fog—gof, pour toutf, g € L(E).
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(E, ) est dite algeébre pré-Lie a gauche [2] si :
Ly = [Ls, Ly, pour tout x,y € E, (2.3)

i.e.

(xxy—y*xx)*xz=xx(y*z)—yx*(zr*z), pour tout z,y,z € E. (2.4)

Ainsi une algeébre pré-Lie a gauche [8] est un K-espace vectoriel L muni d’une application

bilinéaire * vérifiant la relation suivante : Pour tout x,y et z dans L :
(xxy)kxz—x*(yxz)=(yxx)*x2z—y* (T *2). (2.5)
C’est-a-dire si on note par (x,y, z) 'expression (z xy)* z — z * (y * z) la relation (2.5) s’écrit :
(z,y,2) = (y, 2, 2). (2.6)
De la méme maniére si on a :
(x,y,2) = (x,z,y) pour tout z,y,z € L, (2.7)

on dira que L est une algébre pré-Lie a droite.
En particulier, si (L, *) est une algébre pré-Lie a gauche alors (L, *°?) est une algébre pré-Lie
a droite ou *“P est défini par :

x Py =yxu. (2.8)
Proposition 9 Une algébre pré-Lie (L, *) munie du crochet :
[z,y| =xxy —y*xx pour tout x,y € L, (2.9)
est une algébre de Lie.

Preuve : On vérifie facilement 'identité de Jacobi.

Exemples 10 1. Les algébres associatives sont des algébres pré-Lie.

2. Soient E = K[xy, -+ ,x,], 0; =
On définit x par :

0
3 et V est l’ensemble des sommes des U;0; ou U; € E.
T
UZ& * Wjaj = UZ@(W])@
On vérifie facilement que Ualgébre (V,*) est une algébre pré-Lie a gauche.

3. L’algébre de Faa di Bruno : Soit V = vect(e;, i € N*), on définit x par
€; *x€j = j€i+]’.

On vérifie que (V, %) est une algébre pré-Lie a gauche. L’algébre de Lie associée est l’algébre
de Faa di Bruno associée au groupe des difféomorphismes formels de la droite tangents a
[identité.
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3 L’algébre de Hopf de Connes-Kreimer H g

3.1 Définition

Soit T,, I'espace vectoriel engendré par les arbres enracinés a n sommets. Soit T 'espace

vectoriel gradué @ T,. L’algebre de Hopf de Connes-Kreimer [10] est définie comme 1'algébre
n>1

symétrique de T, i.e : Hexg = S(T). On note 1 'unité de He identifiée a Parbre vide. Le
coproduit Acg [14] est défini par :

Ack(t)=1®t+t@1+ Y  P(t)® R(t), (2.10)
ce Adm(t)

ou Adm(t) désigne 'ensemble des coupes admissibles ¢ de Parbre ¢, ou P¢(t) correspond au
branchage et R(t) correspond au tronc. On rappelle qu’une coupe est un ensemble non vide
d’arétes. Une coupe est dite non admissible s’il existe un sommet de ¢ tel que le trajet de la
racine a ce dernier rencontre au moins 2 arétes de la coupe. Une coupe élémentaire est une

coupe contenant une seule aréte de t. Si F' = t;.t5...t,, est une forét, on a :

Acx(F) = Aox () Ack (t2)... Aok (t). (2.11)

On peut voir autrement la formule du coproduit en introduisant la définition trés naturelle
suivante proposée par A. Murua pour les coupes admissibles :
Toute forét F' définit une structure d’ensemble partiellement ordonné sur I'ensemble v(F') de
ses sommets : pour tout z,y € v(F') on posera x < y s'il existe un chemin qui relie la racine
d’un des arbres de la forét & y en passant par x. Une coupe admissible est alors la donnée de
deux parties A et B de v(F) telles que AII B =v(F), ANB =0et A< B, c’est-a-dire que si

xr € Aety € B, alors © < y ou x et y ne sont pas comparables. Le coproduit s’écrit alors :

Ack(F) = > F® Fy, (2.12)
AlIB=v(F), A<B

ou le tronc Fy (resp. le branchage Fj) est la forét définie par A (resp. B) et les arétes reliant
deux sommets de A (resp. B). Il est & noter que la relation < ainsi définie sur les parties de
v(F) n’est pas transitive. La coassociativité du coproduit découle de la formule suivante, dont

la preuve est immédiate :

(I ® Ack)Ack(F) = (Ack @ I Ack(F) = > Fo®Fp®Fy  (2.13)
ALIBIIC=v(F), A<B<C

ol la notation A < B < C signifie que A< B,B<Cet A<C.

Hek est une algebre de Hopf graduée, la graduation est suivant le nombre de sommets.

Exemple 3

Aok =10+ eo1r.eltioir.ovii.e.r..010 (2.14)
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3.2 Dual gradué de Heg

Soit HY e le dual gradué de Heg : Ho i = @(%CK@)* ott Heg , désigne lespace vectoriel
engendré par les foréts & n sommets. Alors H, est une algébre de Hopf [14]. On note (d,)
la base duale dans (Hek )" de la base des foréts de degré n dans Heg . La correspondance
u +— 0,, définie sur les foréts, s’étend en un isomorphisme linéaire de Hg i sur son dual gradué
HL . On désigne par * le produit de convolution sur le dual de Hcg. Ce produit se restreint

a H2j en le dual gradué du coproduit de Heg.

Lemme 11 (voir [4]) Pour tout t arbre dans T ’élément §; est un caractére infinitésimal ( i.e.
di(zy) = d(x)e(y) + e(x)0i(y) pour tout x,y arbres dans T, ou e est l’elément neutre pour le
produit de convolution *). La famille (6,)e7 est une base de 'espace Prim H, des caractéres

infinitésimauz de Heop qui sont dans H .
Lemme 12 L’espace des caractéres infinitésimaux est une algébre de Lie pour le crochet :
[, 0]l =ax(—[x*a. (2.15)

Preuve :
I1 suffit de montrer que le crochet de deux caractéres infinitésimaux est un caractére infinitési-

mal : soient donc «, § deux caractéres infinitésimaux et z,y € Heog. On a :

o Blay) = ZZa<x1y1>ﬁ<xzy2>
- ZZ a(xy)B(z2)e(yr)e(ya)
+ZZ o) Bl )e(w)e(y)
+ZZ@ 21)B(y2)e(yr ()

(x) (v)
+3 ) aly)Blya)e(r1)e(s)
(x) (v)
= axfB(x)e(y) + a(z)B(y) + B(z)aly) + e(x)a * 5(y),

de méme
Bxa(zy) =0 xa(z)e(y) + B(z)aly) + a(@)B(y) + e(z) 8 * aly),
donc

(%8 = Bxa)(wy) = (a+B—Fxa)@ely) +e(w)(as B - Bxa)(y).

Ainsi [«, (] est un caractére infinitésimal.
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3.3 La loi pré-Lie de greffe

Soient t,t et x des arbres dans T, on définit :

<O >= Y <6, P(x) >< 6y, R(x) >, (2.16)

c €&lm(x)

ou Elm(x) désigne 'ensemble des coupes élémentaires de . Ainsi < &;_, ¢ > est le nombre de

coupes ¢lémentaires de x tels que P¢(x) =t et R°(x) = t'. Par suite :
t—t'= > N(tt ) (2.17)
x arbre

ou N(t,t',x) est le nombre de coupes élémentaires de x tels que P°(x) =t et R(xz) =¢'. On
obtient :
[5,5, (St/] = 6t—>t/7t’~>t- (218)

Exemple 4
oV = rsv (2.19)

Pour un arbre ¢ on note o () son facteur de symeétrie, c’est-a-dire le nombre d’automorphismes

de t. On définit une autre loi —, liée a la précédente comme suit :

t—gt'= > Mtz (2.20)

x arbre

t)o(t
ou M(t,t',x) = N(t,t, :U)M est le nombre de maniéres de greffer ¢ sur ¢ pour obtenir x

o(x
[16].
Exemple 5
coe v =2 v (2.21)
On a de fagon évidente :
Ot —, t') = o(t) — o(t), (2.22)

ou ¢ est I'isomorphisme linéaire de T dans T défini par ¢(t) = o(t)t pour tout arbre ¢.
Proposition 13 Les lois de greffe — et —, sont des lois pré-Lie a gauche.

Preuve : Soient t,t' et t” des arbres dans T, on a :

=g t"=> t'o,t (2.23)

vet!

ol t' o, t" := est donné par la greffe de ¢’ sur le sommet v de t”. Par suite :

Loy (=0 t") = L=, () to,t") (2.24)
vet!”
= D> > (towt)o, "+ > Y oy, (topt"), (2.25)
vet” wet! vet” wet!”
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De méme on a :

(t—=ot) = t" =D to, (' o,t"). (2.26)

vet” wet’

Ainsi t —, (' =, t") = (t =5 t') =, " = Z Z t oy (' 0, t"). On voit que le membre de
vet! wet!
droite est symétrique en ¢ et t', ce qui montre que —, est pré-Lie a gauche. L’assertion pour la

loi — s’en déduit immédiatement grace a (2.22).
U

4 L’algébre de Hopf H

4.1 Définition

Soit T’ 'espace vectoriel engendré par les arbres enracinés qui contiennent au moins une
aréte. On définit H [4] comme l'algebre symétrique de T’ ie. H = S(7T7). L'unité de H est
identifiée a 'arbre sans arétes .. Cette algébre est caractérisée par son coproduit A tel que
A(s)=+® . et par:

Alty= > s®t/s, (2.27)

s sous-forét de ¢
pour tout arbre ¢ ayant au moins une aréte. Une sous-forét s de t est soit la forét triviale o et
dans ce cas t/s = t, soit une collection (¢, %y, ..., t,) de sous-arbres disjoints de ¢ et non triviaux
(i.e. ayant chacun au moins une aréte). L’arbre t/s est l'arbre contracté que 'on obtient en

écrasant chaque composante de la sous-forét sur un point (voir [4]).

Exemple 6
A(I\/)z.®I\/+I\/®.+21®V+I®E+E®I+V®I+II®I. (2.28)

Cette algebre est une algébre de Hopf graduée [14], la graduation étant suivant le nombre des

arétes.

4.2 Dual gradué de H

Soit H° le dual gradué de 3, soit (Z,), (s forét dans I) la base duale de la base des foréts
de . Pour tout ¢ € 77, Z, est un caractére infinitésimal (donc primitif dans H%), et la famille
(Zy)ieqr est une base de I'espace Prim H® des carctéres infinitésimaux de 3 qui sont dans H°.
Si on note par = le produit de convolution dans H°, on obtient que I’ensemble des caractéres

infinitésimaux de H est une algébre de Lie pour le crochet suivant :

(Z4, Za) = Zy % Z — Zux 2, (2.29)
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ou t et u sont des arbres dans J’. On a :
< Ty*k Zyyv > = < ZyQ Zy, Alv) >

= Z < 7y, 8§ >< Zy,v/8 >

sdans v

= N(t,u,v),

ot N(t,u,v) est le nombre de sous arbres de v isomorphes a ¢ tel que le contracté v/t soit

isomorphe a u.

4.3 La loi pré-Lie d’insertion

On définit la loi > comme l'insertion d’un arbre dans un autre (voir [4]), pour deux arbres
t et ¢ on définit :

Lt = Y Nt ). (2.30)
x arbre
On obtient alors :
Zt * Zt/ — Zt/ * Zt - ZtDt/ft’Dt' (231)
Exemple 7
v =24 Y 13v. (2.32)

Soit IT la projection de H° sur Prim(H") parallelement a H' =< Z; > ot f est une forét non

triviale (produit d’au moins deux arbres), et soit Il = Idyo — II. On aura :
Zipy = W(Zs x Zy) (2.33)
Lemme 14 Soitt un arbre et f une forét non vide. Alors :
I(Zyx Zy) = 11(Z, x 11(Zy)). (2.34)

Preuve :
-Si f est un arbre on a directement le résultat.

-Si f est une forét non triviale, soit v un arbre. Alors :

< Zt*Zf,U>

<Zi®Zs, Alu) >
= Z < Zy, s >< Zp,ufs >

s sous-forét de u

car u/s arbre. Ainsi :
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Lemme 15 Soient t,u deux arbres alors :

(2, * Z,) = W(Zy * Zy). (2.35)

Preuve : Les éléments primitifs de H® forment une algébre de Lie pour la convolution =,

ce qui prouve :

H(Zt*Zu — Zu*Zt) =0.

O
Proposition 16 La loi d’insertion est une loi pré-Lie a gauche.
Preuve : Soient ¢, u et v trois arbres. On a :
ZtD(uDv)—(tDu)Dv = H(Zt * Zuw) - H(ZtDu * Zv)
= H(Zt * H(Zu|>v)) — H(H(Zt * L) * Zv)
= (Zy* Zy* Zy) = W(I(Z, % Z,) % Z,)
= T(TI(Z; % Z,) * Z)
= H(ﬁ(Zu *x Zy) * Zv) (d’apres le lemme 15)
= Zul>(t>v)—(ul>t)>va
ce qui implique que :
t> (uv)—(tu)>v=ur (t>v)—(u>t)>w.
Par suite > est une loi pré-Lie a gauche.
O

Remarque 17 La proposition 13 peut se montrer d’une maniére analogue. De maniére générale
pour toute algébre de Hopf commutative libre A = S(V') sur un espace vectoriel V- avec A(V) C
A® (V@& K) on obtient ainsi une loi pré-Lie a gauche sur V. ([22] § 5).
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5 Relation entre H et Hqox

L’algebre de Hopf H coagit a gauche (resp. a droite) sur 1’algébre de Connes-Kreimer He g
(voir [4] ) par I'unique morphisme d’algébres ® : Hex — H & Heg (resp. ¥ @ Hexg —
Hegx @ H) défini par : $(1) = « @ 1 (resp. V(1) =1® o) et O(t) = A(t) (resp. W(t) = A(t))
sit#£1.

Théoréme 18 (voir le théoréeme 8 de [4] ) L’application ® vérifie :

(Idf}(@ACK)Oq) :ml’BO((I)(X)q))OACK, (236)

i.e. le diagramme suivant commute :

Hox 2 H ® Hex
ACKl
Hex @ Her I®AcK
<I>®<I>l/

:H®J'CCK®:H®:HCKmlT>:H®J{CK®J{CK
o :

m? HRHeg @H Q@ Heg — HRHeorx @ Hox
aRbReRd — acRbRd

On remarque que Hog est une H-comodule cogebre, c’est-a-dire une cogeébre dans la catégorie

des H-comodules.

On désignera par + le produit de H" dual du coproduit A, et on notera de la méme maniére les

actions & gauche et a droite de H® sur H2 - obtenues en dualisant les coactions ® et .
Proposition 19 Soient o € H° et a € Hey alors on a :
axZ,=Z,xa=a« (2.37)
Z.oxa=a*xZ,=a (2.38)

Preuve : voir corollaire 12 de [4].

6 Les quatre lois pré-Lie

En plus des deux lois pré-Lie — et —, définies au paragraphe 3.3 et de la loi > définie au

paragraphe 4.3, on définit pour u,v € J" :

U, v= Z M(u, v, w)w, (2.39)

w arbre
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représente le nombre de maniéres d’'insérer u dans v pour

\ _ o(u)o(v)
ot M(u,v,w) = N(u,v,v) o (0)
obtenir w.

Exemple 8
to, v =dvt Y 4w (2.40)

On a de fagon évidente une relation analogue a (2.22) :

O(u >y v) = ¢(u) > ¢(v), (2.41)

La question qui se pose ici est la suivante : y a-t-il une relation reliant les deux structures

pré-Lie — et > (ou de fagon équivalente, —, et >,) 7

7 Relation entre les lois pré-Lie de greffe et d’insertion

Dans ce paragraphe nous montrons qu’il y a une relation reliant les deux structures pré-Lie

précédentes.

Théoréme 20 Pour tout « € H° et a,b € Hey on a :

Z(&l*a)*(ag*b):a*(a*b), (2.42)
()

ot l'on utilise la notation de Sweedler : A(a) = Zal ®ay ([1], [16], [29]). Autrement dit

(@)
HL e est une HO-algebre, c’est-a-dire une algébre dans la catégorie des H°-modules.

Preuve :

En appliquant le foncteur "dual gradué” au diagramme du théoréme 18 on obtient le résultat.
O

En conséquence si o € H est un caractére infinitésimal, en particulier o est un élément primitif
donc :
Ala)=a®Z,+Z, Q. (2.43)

Par suite pour tout a,b € H2y on obtient :

ax(axb) = (axa)x(Z,xb)+ (Z,*a)* (axDb)
= (axa)xb+ax*(a* b), (d’aprés la proposition 19 ).

Soit Tlog la projection de H g sur les éléments primitifs de Hgy parallélement & H, =< 67 >

ou f est une forét non triviale.

Lemme 21 Soit f une forét non vide et t un arbre dans T alors on a :

HCK(Zt*5f) = HCK(Zt*HCK(gf)) (244)
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Preuve :

- Si f est un arbre, on a directement le résultat car og(df) = 0.

- Si f est une forét non triviale, soit v un arbre dans Hq i alors deux cas se présentent : u =1
ou u € Kere, ol € est la co-unité pour l'algébre de Hopf He.

*Siwuw=1 alors :

<Zt*(5f,u> = <Zt®5f,q)(1)>
= O’

or [Tk (d5) = 0, donc le résultat est vrai pour 1.

*Siwu € Kereon a:

< Zt*(;f,u> = <Zt®(5f,A(U) >

= Y. Zis)ds(ufs)

s sous-forét de u
= 0,
Car le contracté u/s est un arbre. Ainsi on obtient que :
HCK(Zt * 5]0) =0= HCK(Zt * HCK((;f)).
Par suite on conclut que :

HCK(Zt * (Sf) = HCK(Zt * HCK((Sf)).

Lemme 22 Pour tout arbret € T et u €T on a :
Zi* 0y = Ot (2.45)

Preuve : Soit w une forét dans T alors :
SSiw =1 alors < Z; x0,, w0 >=0 =< dgpy, 1 > .

-Si w est un arbre non vide, alors :
< Tk by, w > = < Z; @0, A(w) >
= Z < Ty 8 >< Oy ufs >
s sous-forét de w

= <5t|>u,w>.
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-Si w est une forét non vide et produit d’au moins deux arbres non vides, w s’écrit wjwsy ou

w1, wy € Kere. Comme ® est un morphisme d’algébres on a :

< Zt*(Su,wlwg > = < ® (5u,¢)(w1)<1>(w2) >

= Z < Zt, §189 >< (Su, (wl/Sl)(wg/Sg) >

s1 sous-forét de wi, s2 sous-forét de wa

= 0=< (5t|>u,w1w2 > .

O
Théoréme 23 Pour toutt € T et u,v € T on a :
t>(u—v)=({t>u) —v+u— (t>0). (2.46)
Preuve : Soient ¢ € T et u,v € 7. On a d’aprés le théoréme 20 :
Zt*((su*(sv) = (Zt*5u) *5v+5u * (Zt*5v)
donc :
o (Z* (64 % 6y)) = Heor ((Z % 64) % 0y) + Lo (64 % (Zy % 5y)).
Par suite :
Hek (Zy x Mok (0u * 64)) = ok (Oisu * 0p) + Heor (0u * 0isy), (lemmes 21+4-22).
Ainsi
HCK(Zt * 5u~>v) = 5(t>u)~>v + 6u%(tl>u)a
d’otu :
6t>(u~>v) = (5(tl>u)av + 5u~>(t>v)>
ce qui prouve que :
t>(u—v)=(t>u) —»v+u— (t>0).
!
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Remarque 24 D’aprés (2.22), (2.41) et le théoréme précédent on montre aussi que pour tout

teT etu,veT:

LD, (U—50)=(tDyu) =5 U+ u—y (t>s0).

7.1 Quelques calculs explicites

Exemple 9 Soientt =1, u=.,¢etv=1_ona:

u—>v=.—>l=£—|—2\/’,

donc :
t>(u—wv) = > li2is v
= 3§+2Y+I\/+(4I\/+2Y+6\V)
S PN UL Vv
Or:
t>v=1>1=21+2V,
donc :
u— (tv) = 2(e = 20— V)
_ 2(§+2Y+b)+2(1/+3v)
_obpaY v sev
par suite :
tD(u—>v)—u—>(t>v):§+I\/,
t>u)—ov = (I>.)—1
= ] =1
S

ce qui est la différence t > (v — v) —u — (t > v).

Exemple 10 On prend dans cet exemple :

(2.47)

(2.48)

(2.49)
(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)



- Caleul de t > (u — v).
On a :

u—>v:V—>Y:§+¥+2W.

Donc :

t>w%m—u>xﬁ u>¥+a:>KV

Notant respectivement (1), (2) et (3) les termes précédentes, on aura :

AR TR TR TR T P

2) = 2¥+3¥ +2Y +3% +2Y+2¥+%+2\gy+\<%,
@)::4ky+zﬂy+6YY+2%V+4KY.

Par suite :

t> (u—wv)=(1)+(2)+ (3). (2.54)
-Calcul de uw — (t > v) :
Ona:
t>ov = IDY
oY sl Y
Par suite :

H@mwﬂvﬁYvaﬁYH%vﬁ%+vﬁv

Notant (1), (2"), (3") et (4') les termes de la somme précédente on aura :

(1) = 2(E+\<<{+V+\Q+v),
@3:%?+%+Wﬁ

(3 = 2<Y+§+2V+V>,
4 = Q+%+2W+W
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Ainsi :
— (t>v)=(1")+(2)+(3)+ (4). (2.55)
La différence (2.54)-(2.55), nous donne :

t>(u—>v)—u—>(t>v):\§+¥+V+2%+2Y+2v+3v+3\§+3%.

-Calcul de (t > u) — v :
On a :

t>u = IV

— Y 1ol gsv

Par suite :

(tDu—w)—\({ ? VJFQK ¥ W+B\K{ ¥+W

ce qui est bien la différence t > (u — v) —u — (t > v)

7.2 Une approche opéradique

Le théoréme 23 est un cas particulier d’'un phénomeéne général de nature opéradique. Rappe-
lons qu’une opérade vectorielle unitaire P est la donnée pour tout n € N* d’un espace vectoriel

P, muni d’une action a droite du groupe symétrique S,,, et d’une loi de composition :
VP @Pp @@ Py — Ppitpatipn (2.56)

satisfaisant des axiomes d’associativité et d’équivariance par rapport aux actions des groupes
symétriques en présence (voir Chapitre 4 Paragraphes 1 et 2 pour une définition des opérades).

L’unitarité s’exprime par I'existence d'un e € P; tel que :

v(e;B) = Bet (2.57)
v(Bie e, ....e) = L. (2.58)

Pour tout o € P,,, 5 € P, et pour tout ¢ € {1,2,...,n} la composition partielle ao; 3 € P, 4,1
est définie par :
ao;B=v(ase, ....e,0,e ... ¢€). (2.59)
——
i—1termes
Lorsque l'opérade est augmentée, c’est-a-dire lorsque Py = {0} et P; = K, la somme des

compositions partielles :

aﬂﬂ::Zaoiﬂ (2.60)
i=1
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est une loi pré-Lie a droite sur @ P 6], que 'on étend a P en entier en posant e<lav = a<le = a.
k>2
L’associativité et I’équivariance impliquent notamment :

1. Pour tout o € S,, et pour tout 7 € S, on a :

(a0) 0; (B7) = (a 0; §)(0 0; T),

ol 0 o; T est la permutation de {1,...,n+p— 1} obtenue en permutant {i,...,i+p—1}
a laide de 7, puis en permutant {1,...,i —1,{i+1,....n+p—1},i+1,...,n+p—1}

a l'aide de o.

2. Pour tout p € P,, pour tout g; € Pp,,j7 = 1,...,n et pour tout a € P, on a I'égalité

suivante dans Pp, 4 .4p 4g-1 :

V(s Bus - B, B0 o Biga, - Bu) = (13 Brs - - Br) Opreetp; g4 O (2.61)
3. Pour tout p € P,,3; € Pp,,5=1,...,n et pour tout o € S,,7; €5, on a:

V(MU’ 517—17 s 75717—71) - V(M) 517 s 7571)7(0-7 Tiy- - 7Tn)7

ou~y(o;7,...,T,) est la permutation de {1,2,...,p;+ps+---+p,} obtenue en permutant
les éléments (p; +---+pj—1+1,...,p1+--+py) du j-éme bloc par 7;, puis en permutant
les blocs par o.

L’algebre libre a un générateur Ay sur 'opérade P [15] est donnée par @,,-¢P,/S,. Les trois
égalités ci-dessus impliquent que les compositions partielles passent au quotient ainsi que la
loi pré-Lie <1, et que nous avons pour toute opération n-aire p sur Ap et a; € P, /S, j €
{1,2,...,n}

lu(ala ceey Ay G5 Of ba Ajt1s .- an) - ,U(ab ag, ..., &n) Op1+pat-+pj_1+i b.

En sommant sur tous les ¢ possibles de 1 jusqu’a p; puis sur tout les j de 1 a n, on obtient
donc :

Zu(al, ce @iy, a5 I boajir, ..., a,) = plag, ag, ... a,) <. (2.62)
j=1

Le théoréme 23 en découle en prenant pour P l'opérade pré-Lie [§] et pour p la loi de greffe &
droite :

p(a,b) =a «b.

On obtient bien :
(a—b)<c=(a<c)—b+a—(b<c).

Le théoreme 23 s’en déduit par le fait que : a«—b=b—aet a <b=>bp> a.

34



8 Produit semi-direct et produit croisé

8.1 Produit semi-direct d’algébres pré-Lie

Soient (g1,r>) et (go, —) deux algébres pré-Lie & gauche. On suppose qu'il existe un mor-

phisme d’algebres de Lie :
D:g; — Dergo
X — Dy
On munit le produit g = g; X go du produit bilinéaire, noté encore >, défini par :
(X1, Xp) > (Y1,Y2) = (X1 > Y1, Dx, Yo + Xy — Y3). (2.63)
Proposition 25 La loi 1> définie ci-dessus est pré-Lie a gauche.

Preuve : On plonge naturellement g, et g, dans g. Tout élément X de g s’écrit alors X =
X1+ Xy avec Xy € g1 et Xy € go. Pour montrer I'égalité [L,, Ls]y = Ly pour tout
a, 3,7 € g, il suffit de la montrer pour «, 3,~v dans g; ou go.
— Premier cas : on suppose v € g;. On écrit o = aq + g et § = (61 + (5 avec a4, F; € g;- On
a alors :
[LOH Lﬁ]7 = [Lan Lﬁl]ﬂy
= L[al,ﬁﬂ’y
— L[a,ﬁ]'V
— Deuxiéme cas : on suppose v € go.

1. Sia,f € gy,ona:
[La;, Lol = [Da, Dgly = Dia,gy = Lia,g7-
2. Si a, 8 € gg, on a directement :
[LOM Lﬁh/ = L[a,ﬁ]ry‘

car go est pré-Lie.

3. Siaoegyet fegy,ona:
L[a,ﬁ]ﬁy = [Oé, ﬂ] — 7= (Daﬂ) -7,
tandis que :
[Las Lgly = LaLpgy — LgLay = Do(8 — ) — B — (Do) = (Daf3) — -
Le cas a € gy et § € g; s’en déduit par antisymétrie.

O

L’algebre pré-Lie g ainsi définie est le produit semi-direct de g; et go et se note g x go. La
structure d’algebre de Lie correspondante est le produit semi-direct des deux algebres de Lie

g1 et go. Le crochet s’écrit explicitement :

[(X17X2)7 ()/17)/2)] - ([Xb)/l]? l)XJ/2 - DY1*X2 + [X%}/?]) (264)
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8.2 Produit croisé d’algébres enveloppantes

Soit A une bigébre et B une algébre. On suppose qu’il existe D : A — L(B) tel que :

Dy(bt') = " Dy, bDg,V, (2.65)
(a)

avec A(a) = Z a; ® as (notation de Sweedler). On verra également D comme une application

(a)
linéaire de A ® B dans B via D(a ® b) ~ D(a)(b). On définit le produit suivant sur A® B :

(a@b)(d @V): Z ara’ @ bDg,b'. (2.66)
(a)

Proposition 26 Si la bigébre A est cocommutative, le produit ci-dessus est associatif.

Preuve : C’est un calcul direct en utilisant la notation de Sweedler. Soient a,a’,a” € A et
b,b',0” € B. On a :

(a@b)(a @V))(a" @b") = Y (a0’ ®bD,b)(a" @)

(a)
Y Y (@ WD D

(a) (ara’)

= Z Z a1a16” @ bDo,0' D ay) Day)b”
(a) (a’)

tandis que :

(@a@b)((d@¥)(a" @) = > (a@b)(aja” @V Dyb")
(@)
= > " aiala” @ bD,, (V' Dyyb”)
(@) (a)
= Y ) a1dia” @ bDy, b D, Doyb”
(@) (a)
= D ) adia” @ Dyl Doy Dyyh.
(a) (a’)
O
Considérons maintenant deux algeébres de Lie g; et go. On suppose qu’il existe un morphisme
d’algébres de Lie D : gy — Der go, on considére leur produit semi-direct g = g; X go, le crochet
étant donné par la formule (2.64). Le morphisme D induit un unique morphime d’algebres de
Lie D : g; — DerU(gs), qui lui-méme s’étend en un unique morphisme d’algébres D : U(g;) —
L(U(g2)). Ce morphisme vérifie :

= Dy uDy,v, (2.67)

ou la notation de Sweedler se rapporte au coproduit de 1'algébre enveloppante U(g;). Nous

sommes donc dans les hypothéses de la proposition 26.
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Proposition 27 L’algébre enveloppante U(g) est isomorphe en tant qu’algébre de Hopf au
produit croisé U(g:) ® U(gs), le coproduit sur U(gy) @ U(ge) étant donné par A(u @ v) =
723 (A(U) ® A(U)) .

Preuve :
On pose A =U(gy) et B = U(gs). Il existe ([11] Prop. 2.2.10) un unique isomorphisme linéaire
v: A® B — U(g) tel que ¢(u ® v) = vu pour tout u € A et v € B. Il faut montrer que ¢ est
un isomorphisme d’algebres lorsqu’on munit A ® B du produit croisé. C’est une conséquence

directe de ’égalité suivante dans U(g) :

w' = Z(Du2v')u1 (2.68)
(w)

pour tout u € U(gy) et v" € U(gs). On a alors en effet pour tout u,u’ € U(gy) et v,v" € U(ga) :

pluv)pu' @v") = vuw'u

= Z V(D" Y uqu’

(u)

= o Zulu’ ® D,V
(u)

= p((u@v)(u ®v)).

L’égalité (2.68) se montre par récurrence sur le degré de filtration de u dans U(g,), le cas

u = X € g; se réduisant a l'égalité :
Xv' =0 X + Dxv'. (2.69)
Il reste a voir que ¢ est un morphisme de cogébres, ce qui résulte du petit calcul suivant :

Ap(u®v) = AvAu

= > o(u @v1) @ p(uz @ vy)
(), (v)

= (P®¢)o s ZU1®u2®v1®v2
(u),(v)
= (p®¢)oms(Au® Av) =(p® ¢)o Alu®v).

8.3 Coproduit croisé des deux algébres de Hopf H et Hox

Nous appliquons les résultats du paragraphe précédent avec les deux algebres de Lie cor-

respondant aux deux algebres pré-Lie (77, >) et (T, —). Dans ce cas le morphisme ¢ ci-dessus
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est un isomorphisme d’algébres de Hopf graduées. Avec les notations précédentes, A = H°,

B = H2, et le produit croisé sur A ® B s’écrit :
m=ma®@mp)o(IaR@I[1RIpRD)oT0(AsRI[pRIsR1p): AQBRIARB — A®B. (2.70)

On voit d’apreés le lemme 22 que la transposition * de la coaction ® restreinte & A ® B coincide
avec l'action D : A ® B — B définie au paragraphe précédent. Considérant le dual gradué de
I’algébre de Hopf cocommutative A ® B, le produit tensoriel H ® Hox muni du produit usuel

et du coproduit A dual de 7 est une algébre de Hopf commutative. Le coproduit s’écrit donc :

& = (m}( X Ij-(CK X ]g-(@ ]}(CK) O Togq O (Ij-( & ]g-(@ ]}(CK (9 CI)) 9 (Ag-(@ ACK)' (271)
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Chapitre 3

Etude de I’algébre pré-Lie d’insertion

1 Introduction

Dans ce chapitre, on va étudier I’algebre pré-Lie d’insertion, on montre qu’elle est engendrée
par deux générateurs, et on montre qu’elle n’est pas libre en donnant deux familles non-triviales

de relations.

2 Algeébre pré-Lie Libre

soit V' un espace vectoriel. On définit 'algebre pré-Lie libre sur V' notée PL(V) par la
propriété universelle suivante : il existe i : V. — PL(V) telle que pour toute algébre pré-Lie
A et toute application linéaire ¢ : V' — A, il existe un unique morphisme d’algébres pré-Lie

@ : PL(V) — A tel que le diagramme suivant commute :

L’unicité de PL(V') est claire. L’existence est obtenue comme quotient de 1’algébre magma-

tique M (V') par I'idéal engendré par les relations pré-Lie a gauche :
XYZ)—(XY)Z-Y(XZ)+ (YX)Z.

Théoréme 28 [12/, [8] L algébre pré-Lie (T, —) est l’algébre pré-Lie libre a un seul générateur.

Ce générateur est l'arbre a un seul sommet .

Ce théoréme, ou plutdt sa version a plusieurs générateurs faisant appel aux arbres colorés a
été démontré par F. Chapoton et M. Livernet comme corollaire de leur description explicite de
I'opérade pré-Lie [8]. 11 a été également démontré par A. Dzhumadil’daev et Clas Lofwall dans
[12] par sans faire appel aux opérades.

On peut remarquer que, dés 1857, A. Cayley [5] a découvert une relation entre les arbres
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enracinés et les champs de vecteurs de R" pour tout n € N*. Il a mis en évidence pour tout

champ de vecteurs X de R" une correspondance :
Fx: (T7 _>) - (X(Rn>7 D)v

qui se trouve étre I'unique morphisme d’algébres pré-Lie tel que Fix(.) = X. En analyse numé-

rique, les champs de vecteurs Fy(t), t € T sont appelés différentielles élémentaires [9].

3 Hauteur d’un sommet, Energie d’un arbre

Pour tout n > 2, on désigne par T,, ’ensemble des arbres a n sommets. F;, Fy sont respec-

tivement { et i

Définition 14 Soient n € N* et t un arbre. Pour tout sommet s de t on définit la hauteur de
s par h(s) := Le nombre d’arétes du chemin reliant la racine a ce sommet. On définit [’énergie

de l’arbre t par :

dity= Y h(s) (3.1)

s sommet de t

Exemple 11 d(.) =0
d(l)=1
d(\V)

d(V)

2,
3 dly =4 aY)=s dib)—s...

Il est clair que dans T},, la couronne posséde I'énergie la plus basse et I’échelle posséde 1'énergie
la plus élevée. Pour tout n, d € N*, on note Tﬁ le K-espace vectoriel engendré par les arbres

a n sommets et d’énergie supérieure ou égale a d i.e :

Jl=<te T,/ dt)>d > (3.2)

n(n—1)

Ceci constitue une filtration décroissante de J,, : 7, = ‘Jﬁ’l 0T 2.7, 2 DO{0}

n

Exemple 12 Dans T4 on a :
T =T,

T} =< K/, Y, % >,
TP =< Y, i >,
T = < % >

Notations

Pour tout n € N* et tout ¢, ...,%,, on note par B (4, ...,t,) 'arbre obtenu en greffant les

arbres t4, ..., ¢, sur une seule racine.

On note 7’ = @ T,.
>2
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4 Produit de fusion

Définition 15 Pour tout arbres ti, to on définit le produit de fusion de deux arbres ti et to

noté ty X to comme [’arbre obtenu en fusionnant les deux racines de ty et ty en une seule racine.
Exemple 13 Sit; = E, to =1, alors : t; X ty = I\/ )

Il est clair que le produit de fusion x est associatif et commutatif.

On sait que pour tout arbre t dans 7T, il existe des arbres t1, ..., t; dans T tels que :
t = B2 (t1,to, ... t). (3.3)
Si pour tout j € {1,2,...,k}, on pose s; = B1(t;), on obtient :

L =81 X Sy X ... X S. (3.4)

5 Générateurs de ’algébre pré-Lie (T7,1>)

Soit T" I'ensemble des arbres qui contiennent au moins une aréte, et soit T =< T’ >=

@ T, Dans ce paragraphe, on montre que lalgébre pré-Lie (7', >) est engendrée par les deux
n>2

générateurs { et E, ie:Vt e T tsécrit en utilisant des combinaisons de I, E, > et les

parenthéses. Dans ce but, on introduit les lemmes suivants :
Lemme 29 Soient ty, to €T, on pose sy = B (t1), 52 = B3 (t2), alors on a :

51 D> 89 = 81 X Sg + 5, (3.5)
ot § est une somme d’arbres qui ont des énergies strictement supérieures a d(s; X $3).

Preuve :

On a d(s; X $3) = d(s1) + d(s2).

s1 D> S est une somme d’arbres appartenant & trois types différents :

-Type 1 : Fusionner les deux racines de s; et s, ¢’est 'unique arbre s; X ss.

-Type 2 : La racine de ’arbre obtenu est celle de s, :

*Soit en fusionnant la racine de s; avec un sommet de s, autre que la racine.

* Soit en insérant s; a 'intérieur de sy au-dessus de l'aréte numéro un de ss.

Par suite les arbres obtenus ont des énergies supérieures ou égales a d(s1) + d(sq) + v(s1) — 1,
ol v(sy) désigne le nombre de sommets de sy, or d(sq) + d(s2) +v(s1) —1 > d(s1) +d(s2) + 1
car s; a au moins deux sommets.

-Type 3 : La racine de I’arbre obtenu est celle de s; :

* Soit en fusionnant la racine de s, avec un sommet de s; autre que la racine. Par suite les
arbres obtenus ont des énergies supérieures ou égales a d(s1) + d(s2) + v(s2) — 1.

* Soit en cassant l'arbre sy et en fusionnant la racine de chacune de ses parties connexes a un

sommet de s;. Par suite les arbres obtenus ont des énergies supérieures ou égales a d(sy) +
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d(Sg) + 1.
Ainsi s1 > $9 = $1 X S + § ou S est une somme d’arbres qui ont des énergies supérieures
strictement a d(s; X sg).

|

Lemme 30 Soit E,,, (n > 3) l’échelle a n arétes, (E, € T,,+1) alors

1 1
E,=—HF>FE,_1—FE, 1> FE)=——\F,FE,_ 3.6
n n—2( 1 1 1 1) n—2[1 1] (3.6)
Preuve :

Soit E,,n > 2 I’échelle a n arétes, on note par sq la racine de F, et par sq, $o, ..., s, les autres

sommets ot s; est de hauteur j. On a :

n—2

Ey > Ey = (n+1)Epy + 2B, 0,1 By + Y Ey0; By + E, x By (3.7)

i=1

ou F, o; E; désigne 'arbre obtenu en fusionnant la racine de F; avec le sommet s; de F,,.

De méme : )
E, > By =2E, 1 +2E, 001 E1 + Y E, 0 By + E, x Ey. (3.8)

i=1
D’ou le résultat en considérant la différence (3.7)-(3.8) O

Théoréme 31 L’algeébre pré-Lie (T',1>) est engendrée par les deux générateurs Ey et Es.

Preuve :

Le résultat se démontre par une double récurrence, récurrence croissante suivant le nombre de
sommets n, et une récurrence décroissante suivant 1’énergie d.

Soit n > 2, on suppose que pour tout arbre t dans T),, t s’écrit a 'aide de Fy, Fs et > et

montrons le résultat pour 7}, 1.
n(n+1)

5 , atteinte par ’echelle F,, et on a :

Pour T,,,1 I'énergie maximale est dp.x =
Thmax —< F, > . (3.9)

Or d’aprés lemme 30, E, = —Q[El’ E, 4], d'ou d’aprés 'hypothése de récurrence sur n, £,
/rL ——

s'écrit a l'aide de Ey, Fs et >.

Soit t € T ;. Il existe t, ..., tx € T tels que

t =B (t, ... t). (3.10)

Soit s; = B (t;), alors t = 51 X ... X 8. Ainsi deux cas se présentent :
-t# B3 (t1) (le:k>1).
-t=DB3(t1) (le:t=t —.).
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— 1% cas : t # B3 (l1), ainsi t = 51 X ... X 8 ot k > 2 par suite s; € T;,, ot n; < n+ 1. On

peut alors écrire :

t=51 X ... X 8 =58 > (82 > ( > (Sk—l > Sk)) — 5, (311)

ot § € T (d’aprés lemme 29).

On a s; € T,,;,,n; < n+ 1 par suite pour tout j € {1,....,k} s; s’écrit a l'aide de Fy, Fy
et > (ceci par hypothése de récurrence sur le nombre de sommets).
De méme § s’écrit a l'aide de Ey, By et > (ceci par hypothése de récurrence sur I’énergie
d).

— 2™ cas : soit t € T, tel que t = B2 (t).

On applique 'hypothése de récurrence a t; donc on peut écrire :
=) t'>t" on ¢ t"eT (3.12)
Par linéarité on peut supposer que t; = t' > t”, ainsi :

t = 61—
= (t'>t')—.
= t'>@{t"—.)—t"— (' >.) dapres la relation de dérivation (2.46)
= t'>Bi(t") —t" 1.
Or : t' > Bj(t") s’écrit en fonction de Ey, F; et > (par hypothése de récurrence sur n).
De méme si t' # Ey, t' # E, on applique la relation de dérivation (2.46) a ¢'. On peut
supposer par récurrence sur le nombre de sommets que t' est une somme de termes de

types :
' =1t® > @ (3.13)

Par suite :
Y = ¢ (t(S) > t(4))
tB > (" = tW) — (8 > ") - t®  on applique la dérivation (2.46).

Le terme ¢ — t™W g'écrit a Paide de E;, E et > (ceci par hypothése de récurrence sur
n) ainsi de méme pour t® > (¢ — t™). On remarque que v(t) < v(t).

On applique la méme procédure (appliquée déja a t') a t™) et ainsi de suite. Comme le
nombre de sommets diminue & chaque étape, on aboutit par itération a 'un des deux cas

suivants :

s=ty— 1 ou s:t0—>£,

ol s est une somme d’arbres.

-1 cas:s=1ty — 1, dou:
s=Bi(ty) x I + (B)*(to) €T,

avec d = d(to) + v(to) + 1. Or Bi(tg) > 1 = Bi(ty) x I + (B2)*(ty) + 5 ol § est une

somme d’arbres obtenus en insérant { a un sommet de B} (ty) autre que la racine. Ainsi
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d(3) > d(B:.(ty)) + 2 ce qui prouve que § € T¢1], donc § s’écrit en fonction de 1, et .
Ainsi :
or B (ty) € T, s’écrit en fonction de {, et > (par hypothése de récurrence sur n). Par

suite s s’écrit a ’aide de {, E et .
-2MCcas i s =ty — I e T, avec d = d(ty) + v(tp) +3. On a:

to — I = B3 (t) x ! + B (B3 (tg) x 1)+ (B2)*(to).

Or
Bi(to) > L = Be(to) x L+ B2(Bz(to) x 1) + 81 + 5,

ou §1 est une somme d’arbres obtenus en branchant ! & un sommet de B3 (to) autre que
la racine et 5 est une somme d’arbres obtenus en insérant B (o) a l'intérieur de ! (ie:

on casse E) Par suite :

De méme

d(sy) > d(B(to)) + v(B3 (to) + 3 > d.

Ainsi par hypotheése de récurrence sur ’énergie d on obtient que $; et $3 s’écrivent a 'aide
de I,ietD.Or:
ty— 1 =Bi(t) > 1 — 5 — 6 (3.14)

D’ou s s’écrit en fonction de 1, i et >.
Conclusion : L’algébre pré-Lie (T, 1>) est engendrée par les deux générateurs | et 3
[

Note : Dans la suite de I'article on travaille avec —, et >, mais on écrit — et > pour simplifier

les notations.

Remarque 32 L’équation suivante :

ol=tp1-v, (3.15)

permet de conclure que l'algebre pré-Lie (T',1>) est aussi engendrée par les deux générateurs

et V.

6 Relations dans (T,>) autres que la relation pré-Lie

Soit T*° ’ensemble des arbres dont les sommets sont colorés en blanc et noir. On met une

graduation sur 7*° donnée par :

W(.) =1
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Pour ¢t € T*° on définit :

W(t) = Z W {(s).

s sommet de t
Pour tout n € N* et ty,...,t, € T*° on note par B} (ty,...,t,) (resp B (ty,...,t,)) 'arbre
obtenu en greffant ¢, ..., ¢, sur un seul sommet noir (resp. blanc).

Pour tout n € N*, T*° désigne 'ensemble des arbres de poids n dans 7°*°.

On note par T*° 'espace vectoriel engendré par les éléments de 7'*° et par T2° I'espace vectoriel
engendré par les éléments de 7°°.

On sait que(T*°, —) est 'algébre pré-Lie libre a deux générateurs [8], [12].

Exemples 33 On a :

l=.>. (3.16)
V=e—=(e—e)— (e —0)— (3.17)
]=.—0 (3.18)

¢(a) = 1
¢le) = V

Exemples 34

s()=1>1=2l+v. (3.19)
qS(V):I>(I>I)—(I>I)>1:2§+2kf (3.20)
s=1>v="Y +dv v (3.21)

Remarque 35 - D’apres le théoreme 31 ['application ¢ est surjective.
- L’application ¢ est homogéne de degré zéro : La graduation dans T*° est définie par les
poids des arbres, tandis que dans T’ la graduation est suivant le nombre d’arétes. Par suite

¢: T2 — T, est surjective (T, est U'espace vectoriel engendré par les arbres a n arétes ).

Pour déterminer toutes les relations dans (77, >) il faut déterminer le noyau de ¢. Nous allons

ici déterminer quelques relations. On aboutit aux résultats suivants :

Théoréme 36 Pour tout s,t € T*°, on a :

¢(B3(s,1)) = ¢(s) = o(t) + o(t) — ¢(s). (3.22)

Preuve :
Pour tout s,t € T*°, on note S = ¢(s) et T'= ¢(t). De la relation :

Bi(s,t)=s—=(t— )= (s—1) — ., (3.23)
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on déduit :

O(Bi(s,t) = ¢(s) > (o(t) > 6(s)) = (&(s) > o(t)) > ¢(.)
— S (T —(S>T)> 1
— S [T> (o= )= (S>T)> (s — )
= ST > e—enT|—(S>T)>e—o—(S>T)
— (SDT) = 4T =545 =T+.—(S>T)—(SBT) = «—o— (S>T)

= T—-54+5-T

= 0(t) = 9(s) + b(s) — o(1).
Dans les lignes 4 et 5 on a utilisé la formule de dérivation des lois pré-Lie (2.46) .
O
Corollaire 37 1. Pour tout n > 3 et tout ty,.....t, € T*° on a :
B (t1,...,tn) € ker ¢. (3.24)

Preuve :

1. On traite tout d’abord le cas n = 3
Soient s,t,u € T*°. On note S = ¢(s), T =é(t), U=¢(u) €T.On a:

Bs(s,t,u) =s — B3 (t,u) — B} (s = t,u) — B} (t,s — u),
donc :

P(Bi(s,t,u)) = &(s) > @(Bi(t,u)) — ¢(Bi(s = t,u)) — ¢(Bi(t, s — u))

= ST —-U+U—=T)—¢(s—t) - U—-U— ¢(s — 1)
T —¢(s —u)—o(s —u)—T

= (S T1)=U+T—-Sp>U)+(S>U)=T+U—(S>T)
—(S>T)-U-U—-S>T)-T—(S>U)—(S>U)—>T

= 0.

2. Comme pour tout n > 4 et tout ty,...,t, € T*° on a :
B2 (t1,itn) =ty — B2ty cstna) — > B2ty ey tn—th ooitn1), 3.25
! ) 1t 1) 1 M K 1) (3.25)

3
—

i

kM€ position

la démonstration se fait par récurrence sur n.
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De fagon informelle, le Corollaire précédent dit qu’il est impossible d’inserer plus de deux arbres

dans 'arbre {.

Preuve :
Soient s,t € T*°

on a alors :

[
Théoréme 38 Pour tout s,t € T*° on a :
¢(BL(s,t)) = 2[d(s) = (« = ¢(t)) = (¢(s) = «) — &(1)]
+2[(t) = (0(s) = «) = (o(t) = ¢(s)) = ]
+2[e = (@) = ¢(s5)) = (« = &(1)) = &(5)]
,onnote S = ¢(s),T = ¢(t) € T*°. Comme :
Bi(s.t) = s— Bo(t) - Bi(s = 1)
= s> (t—o)—(s—1)— o,
P(Bi(s,t)) = o(s— (t —0))—=¢((s = 1) =0)
= ¢(s) > @t = 0) = d(s — t) > ¢(o)
= ¢(s) > [o(t) > d(0)] — [¢(s) > ¢(t)] > ¢(o)
= S>Tp>V)—-(ST)> VvV (%)
V=e—=(e—=0e)— (s = 4)— . (3.26)

Ainsi :

Or :
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ST —(e—=)]+S>[e—=T1>(e—.))]
(ST)—=(e =)+ T = (S>(e— o)+ [e =T — o)+e— (e —=T)]
S>T)—= (e =)+ T - (S— e+T— (s —9)
+S =T —-)+e—=>T—)+S—=(e—=T)+.—(S> (e = 1))
S>T)—= (e =)+ T = (S— o)+ T — (s —95)
+S =T = )+e—=((S>T)— )+.—(T—S9)
S=(e—=T)+e—=(S—=T)+.— (s = (S>T)),
(2) = =S (T>(e—0)—=o=5>[(e =) —T]

= -S> T =) me—-T——=8=>(e>T)) — .

(e =T)—=S—=(S— ) =T —(e = 8) =T —=[(e = &)= (S>T)]

= —((S>pT)—d—=e—-(T—-8—>e—(T— . —S
—(S=>T)—=e—(e=>T)—e—(e =>T)— S
—(S—=)=>T—(e—=8)—=T—(e = 4)—(S>T),

B) = =(SeT)>l.=(.—.)

= —(SpT)—=(e = o)== ((S>T)> (s — )

= =BT —=(=d-e= (52T = )-e= (.= (S>T)),
(4)

SoT)> (6 = o) — o
(e =)= et (e—=e)—= (ST
(S>T)—= )= et (o= (S>T) = e+(e— )= (S>T).
On faisant la somme (1) + (2) + (3) + (4) et en utilisant le fait que — est une loi pré-Lie a
gauche, on trouve le résultat demandé au théoréme précédent.

[
©
v
3
v

0
Corollaire 39 1. Pour tout s,t,u € T*°, on a :
P(BL(s,t,u)) = 2T = (S—=U)—(T—5) = U]
20— (T—-8)—(U—-T)— 5|
+2[S - (U—-T)—(S—U)—T]
ou S =¢(s), T =o¢(t) et U= op(u)
2. Pour tout n > 4 et tout ty,....,t, € T*° on a :
B (ty,....t,) € ker ¢ (3.27)
Preuve :
1. Pour tout s,t,u € T*° on a :
B (s,t,u) = s — Bl (t,u) — B} (s — t,u) — B{(t,s — u), (3.28)

puis en appliquant le théoréeme précédent on trouve le résultat.
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2. On traite tout d’abord le cas n = 4. Pour tq,ts,t3 et t, € T*° on a :

B (ty, ... ta) =ty — BS(t1,tg, t3) =B (ts — t1,ta, t3) =B (L1, ta — ta, t3) =B (L1, ta, ta — t3),

(3.29)
puis on applique le résultat précédent.
Pour tout n > 5 et t1,....,t, € T*° on a :
n—1
B (ty, s t) =ty = BS(t, o tnm1) = Y Bt ooy b = b ooy bna), (3.30)

k=1 kM€ position

par suite on montre le résultat par une récurrence sur n. Une maniére informelle de
comprendre le corollaire (39) est de dire qu'on ne peut pas insérer plus de trois arbres
dans V.

O

7 Une autre algébre pré-Lie sur les arbres enracinés
Définition 16 Pour s,t € T",

sOt= 5 Oy t,
ve(t)

ol s @, t est l'arbre obtenu en fusionnant la racine de s au sommet v de t.

Remarque 40 Ce produit provient de 'opérade NAP (voir paragraphe (3.2) du chapitre 4).

Exemples 41
lol=v+1

V@iz'\{/+\£/+\{.

On introduit les deux familles d’arbres suivantes :

~ Thp, = E, x C,_p, ou x est le produit de fusion.

~ Vop =L, X By x C,__5. On remarque que 1), =V, 1.

Exemple 14 T}, = \{/ et Vso = N

On note par o le produit de Butcher.

Proposition 42 L’algébre (T',®) est une algébre pré-Lie a gauche.

49



Preuve : Soient s,t,u € 7", on a :

u®(sot) = Z Z U Oy (8 Oy t)

veEV(t) wEV(sOut)

= ZZu@wSQv)

vev(t) wev(t)

+Z Zu@w (s @y t)

vev(t) wewv(s)

—Z u><s®v,

veu(t)

(u®s)® Z Z (U ®y 8) Oy t.

vev(s) wev(t)

Ainsiu® (s ©Ot) — (u®s) Ot = Z Z U@y (8§ Oy t) — Z (u X v) @, t.

vev(t) wev(t) veu(t)
On remarque que dans les expressions précédentes il y a une symétrie en u et s, ce qui montre

or

que lalgebre (77, ®) est une algebre pré-Lie a gauche.

O
Lemme 43 Pour tout s,u,v € T' on a :
s®(uov)=(s@u)ov+uo(s®uv).
Le démonstration est immédiate.
Lemme 44 Soit n > 2. Pour tout t € T, il existe oy € Q tel que
t=>Y ot +al, (3.31)

®)

ot dans chaque terme de la sommet' € T, et t" € T avecp>1, ¢>1etp+q=n.

Preuve : La démonstration se fait par récurrence sur n.

- Pour n = 2, onaT§:<i,V>,or

l—1o1-vv.

Ainsi Vt € Ty,  t vérifie (3.31).
- Soit n > 2, on suppose que pour tout I € {2,...,n— 1}, pour tout ¢t € T} , il existe oy € Q tels
que :

t=> tot"+al,

)

(ot dans chaque terme de la somme t' € T) et t” € T, avec p + ¢ = [), et montrons que la
propriété (3.31) est vérifiée pour tout t € T),.
Soit t € T, montrons que ¢ vérifie (3.31) par récurrence décroissante sur la valence de la racine
dans 7).
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— Dans T}, valence= n est atteinte par la couronne C,,.

— Dans T}, valence=n — 1 atteinte par Fy x C,_s, or

ce qui prouve que Ey x C,_o vérifie (3.31).
Soit t € T). 1l existe ty, ..., t;, tels que t = By (t1,...,t1).
— Sik > 2,s0itig € {1, ..., k} tel que t;, contient au moins deux sommets. Quitte & permuter
on peut supposer que t; contient au moins deux sommets.
— Etape 1:

t = t1©By(e,ty ... t1)
—t1 X By (o, to,...tx)

k
=Y Bi(ety ot O, ty)
=2

Le terme By (.,ts, ..., 1) appartient a TI; oll p < n, ainsi d’aprées ’hypothése de récur-

rence sur le degré on a :

BJr('atQa 7tk) = Zsl © S2 +ﬁcp

Par suite t; ® By(e,ta,...,tx) = Ztl © (51 © s2) + B(t1 ® Cp). De méme pour tout
Je{2,....k}, ti X Bi(o,ta, ... t1 Ot tj11, ..., i) vérifie 'équation (3.31) (hypothese de

récurrence décroissante sur la valence de la racine). Il reste le terme

k
D Bi(ety ot Ot b, ti),

=2

on va le traiter dans I’étape 2 suivante :
— Etape 2 : Soit j € {2,...,k}. On a:

1
Bi(e,to, . ti Oty tjsa, .y ty) = 5(tl@tj)@B+(.,tg,...,.,tjﬂ,...,tk)

1

—§(t1 @tj) X B+(.,t2, cey ‘?tj+17 ,tk)

k

1

- Z Bi(eyty, o, (t1 O) Otiyeeastion, oo tr)
i=2,i#£]

Les deux premiers termes vérifient (3.31) pour la méme raison que dans l’étape 1. On

réordonne les branches
Bi(e,tay e, (t1 O) Oty ey oy tipsy s te) = By, oy loy oy (t1 O 1)) O by, .y tr).

En réitérant la procédure autant de fois que nécessaire, on aboutit a la fin au terme

Bi(s,..., s) = Cy, ce qui prouve le résultat.
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— Sit = Bi(t;). Comme :
t:t1®I—t1 X I,

on proceéde comme quand k& > 2.

Théoréme 45 Pour toutn > 1 :
— D’une part on a :
En =A+ anCna

ou A est une expression qui s’écrit a l'aide de @ et des arbres de degré strictement plus

petit et o, est un coefficient rationnel. On trouvera exactement :

(~1y! (-1
E,=F, 0F —FE.0C, + ——C,.
1O 1+Z il r© J+(n—1)!
k+j=n
— Et d’autre part on a :
En =B+ ﬁncna

ou B est une expression qui s’écrit a l'aide de ® et des arbres de degré strictement plus
(=1 'n(n —1)

petit et (3, = . Par suite on obtient que pour tout n > 3, «ay, # B,. Ce

2(n—1)!
qut nous donne :
A-B
Vn>3, C,=—-—--.
ﬂn — Oy
Preuve : La démonstration de ce théoréeme nécessite les deux lemmes suivants :
!
Lemme 46 Pour tout n > 2 et tout p € {1,...,n}, on a :
—1)P"Y(n —p)!
T, -0+ ol
’ (n—1)!
ou C' est une expression qui s’écrit a l'aide de © et d’arbres de degré strictement plus petit.
Preuve : On a :
1
Top = n_i_i_l(Ep—l O Cnpr1— Top-1)
= ——F, 0C,_
AR (1 (-1
1 —1 —1
— E, o0C,_pia+ T3,
n—p+Dn—p+2) "7 T n—pr ) (n—p+2) "
Ainsi une démonstration par récurrence sur p nous donne :
—1)PL(n —p)!
ST i U1
’ (n—1)!
!
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Lemme 47 Pour tout n > 3 et tout p € N tel quen —p—22>0 on a :

(—1)(n —p - 2)!(np — 22 _ 1)

=D
Y * (n—1)!

Ch,

ou D est une expression qui s’écrit a l'arde de © et d’arbres de degré strictement plus petit.

Preuve : On a :

1
Vop = m=p=1) (Ep-1 0 Thpi12 — Topi1 — Bi(Tpp-1) X Cpop1 — Vip1)
or : |
By (Tp,pfl) X Cnfpfl = m (Tp,pfl © Cnfp - Tn,pfl)
—1)PH(n — 1!
L ED e —p e,
(n—p)(n—1)
ol --- est une expression qui s’écrit a l'aide de ® et d’arbres de degré strictement plus petit.
Par suite :
(=1 (n—p—2)! (=DP(n—p+1)(n—p—2) 1
Vip = -+ Ch C, — Vo
P L T * = 1) m—p_1) "
(=1)P(n —p—2)! 1
= .- —p)Cy, — ———— Va1
S ) I e y L
De méme on trouve :
(=)t n—p—1Dln—-—p+1) 1
Vip1="+-" C, — Voo
e (n—1)! (n=p) "
Par itération on obtient :
(n—4)!(n —2) 1
Vn = n Vn
? (n—1)! (n—3) ™
Or Vo, =T e
t Vo =Ty = -
-1 2 (n—1)
Ainsi
—1)P(n—p—2)(n— 1
V., - L B —p =2l p%%_ Voo

1 Dt — )
—1)Pn—p—2)(n—p
= ...+ (n_l)! Cn

1 ()P 'n—p-Din-p+1) , 1
(n—p—1) ( (n—1)! e )L%p_Q)'

Par suite par récurrence on montre que

(=1)P(n —p—2)!
(n—1)!

(n—p-1)

(w—p@;U—DQU

Vap = Dp +

ou D, est une expression qui s’écrit a ’aide de ® et des arbres de degré strictement plus petit.
O

Démonstration du théoréme (suite) :
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— 0on a :
En - En—l O, El - Tn,n—l

_ o, ey
= A+m0n

(~1y!

J!

(A l'aide d’un calcul simple on peut montrer que A = E,,_; ® E; + Z E, © Cy).

k+j=n

—Ona:
E,=FE, s®FEy— B (T-1p-2) — En—2 x Eyor:

BJr (Tnfl,n72> - Tnfl,an ® El - Tn,ana

et
Enox Ey=FE, 3xTs55—By(Th-2n-3) X By —Vyn-g—Thn
De méme .
B (T, —9n-3) = §(Tn72,n73 ©Cy —Thns).
Ainsi :

(=) n(n—1)
2((n—1)!)

E, =B, + Ch.

ou B,, est une expression qui s’écrit en fonction de ® et d’arbres de degré strictement plus
petit.
Par suite I'égalité «,, = (3, s’obtient si et seulement si n = 2.

Par suite si n > 3 on trouve :

o A, — B,
" ﬁn — Qi '
O
Corollaire 48 Pour tout n > 1,n € N, et pour tout t € T, on a :
t=> tot (3.32)
(t)

ot dans chaque terme de la somme t' € ‘.T; ett’ € ‘J'; avecp>1, g>1etp+qg=n.
Théoréme 49 Soit ¢ ['unique morphisme d’algébres de (T*°,—) dans (T',®) tels que :
() =1
(o) = WV
Alors 1 est surjective.

Preuve : Le théoréme précédent se démontre par récurrence sur n en utilisant I’équation (3.32).
[l
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Relations

Comme dans le cas de l'insertion on détermine quelques relations :

Lemme 50 Pour tout s,t € T, si on désigne par T' =1 (t) et S = 1(s) alors on a :
W(Bi(5,t) =ToS+SoT,
ou o est le produit de Butcher.

Preuve : Soit s,t € T, comme B, (s,t) =5 — (t = o) — (s = t) — ., alors :

V(Bi(s,t) = ¥(s)© W) ©1) = (¥(s) ©9(t) © 1
= SO ®(e04)]—(SOT)® (a0)
= SOToe+.0T)—(SOT)oe—e0(SOT)
= (SOT)oe+ToS+So0T+.0(SOT)—(S®T)oe—e0(SOT)
= ToS+S0oT

Théoréme 51 1. Pour tout s, t,u €T, on a :
By (t,u,s) € ker.

2. Tout arbre t dont au moins un sommet noir posséde au moins trois branches est dans le

noyau de 1.

La méme démarche que dans le Paragraphe (6) (voir aussi [28]), on peut montrer que pour
tout arbre qui a un sommet blanc posséde au moins quatre branches appartient au noyau de

1. Mais il reste encore a déterminer toutes les relations.
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Chapitre 4

L’opérade pré-Lie est une déformation de
L’opérade NAP

1 Préliminaires et définitions

Le bon objet mathématique pour étudier les différents "types" d’algebres est la notion
d’opérade. Une opérade P [21], [15] est la donnée pour tout n > 1 d'un K-espace vectoriel
P(n) muni d'une action & droite du groupe symétrique S, et d’applications de compositions

partielles :
o, : Pn)@P(m) — Pm+n-1), i=1,..n

(a,b) — ao;b

pour tout a € P(n) et b € P(m) qui satisfont les axiomes suivants :

— Les deux axiomes d’associativité :

(@o;b)oirj_1¢ = ao;(bojc), Vie{l,..,n}, je{l,...,m}, (4.1)
(@o;b) oprj1¢c = (aojc)o;b, Vi, ged{l,.,n}i<j (4.2)

Les deux associativités ci-dessus sont appelées respectivement associativité emboitée et
associativité disjointe.
— Paxiome d’unité : L’existence d’un objet e € P(1) tel que

eoa = a (4.3)

ao;e = a, V ie{l,..,n}, a€P(n). (4.4)
— L’axiome d’équivariance : Pour tout o € S,,,7 € S,,,, on a
a.0 043y b.T = (a0; b).p(0, 7), (4.5)

ou p(o,7) € S, 1m_1 est définie comme suit : 7 permute 'ensemble E; = {i,i+ 1,...,i +
m — 1} qui est de cardinal m et par suite par o on permute 'ensemble {1,...,1 — 1, E; i +

m,...,m+n — 1} qui est de cardinal n.
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La composition globale v est définie comme suit :

(a, by, ..., by) — (... ((a oy by)0on_1b,-1)...)071 by.

Les compositions partielles o; s’écrivent :
ao;b=n"(a,e,...,e be, ... e). (4.6)

Exemple 15 L’opérade Endop(V) ott V' est un K-espace vectoriel

On se place ici dans la catégorie des espaces vectoriels sur un corps K, munie du produit
tensoriel usuel. Soit V' un K -espace vectoriel. Pour tout n > 1, on définit V" par récurrence :
VL =V et VI = V @ V" Soit Endop(V)(n) = L(VE", V) lespace des applications
linéaires de V™ dans V. L’action a droite du groupe symétrique S,, sur Endop(V)(n) se définit

par Uaction & gauche sur V" en permutant les indices :
(f.O')(Ul - Un) = f(vafl(l) Q- Uafl(n))7 v f S Endop(V)(n) (47>

Pour tout f € Endop(V)(n), g € Endop(V)(m) et pour tout i € {1,---,n}, on appelle
composition partielle f o; g le morphisme de Endop(V)(n+m — 1) défini par :

(f O4 g)(vlv T ,Un+m_1) - f(vla T 7Ui—lug(vi7 T 7Ui+m—1)7vi+m7 T 7Um+n—1>' (48>

L’unité est lapplication identité de V' notée Idy . Les compositions partielles définies ci-dessus

veérifient bien les axiomes d’une opérade.

Définition 17 Soient P et Q deux opérades. Un morphisme d’opérades de P dans Q est une

séquence a = {a(n), n € N*} d’applications K|[S,]-linéaires a(n) : P(n) — Q(n) vérifiant :
1. a(l)(e) =e,
2.Vn,m eN* ie{l,...,n}, u€Pn), ve?P(m),

a(n +m —1)(po;v) = a(n)(p) o; a(m)(v).

Définition 18 Soient V' un K-espace vectoriel et P une opérade. On dit que V est une P-
algebre ou algebre sur P, s’il existe un morphisme d’opérades a de P dans l'opérade Endop(V).

Pour tout pn € P(n), wvy,...,v, €V, on note

(v, .oovn) = a(n)(p) (v @ ... @ uy,). (4.9)

Soient (V,a) et (W,b) deuzx P-algébres. Soit ¢ : (V,a) — (W,b) une application linéaire. ¢ est
dite un morphisme de P-algébres si pour tout u € P(n), wvy,...,v, €V,

o(p(vr, ... vn)) = p(d(vr), ..., d(vn)). (4.10)
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Définition 19 P-algébre libre sur un espace vectoriel

Soient P une opérade et V un K—espace vectoriel. On définit la P—algebre libre sur V', notée
Fp(V') par la propriété universelle suivante :

Il existe i - V. — Fp(V) tel que pour toute P—algeébre A et pour toute application linéaire
p: V — A, il existe un unique morphisme de P—algébres ¢ : Fp(V') — A tel que le diagramme
sutvant commute :

Fp(V) 2~ A
o~
Vv

Remarque 52 La P—algebre libre sur V' est unique a isomorphisme unique pres.
Proposition 53 /23] Pour tout P une opérade et V un K—espace vectoriel on a :

Fp(V) ~ P P(n) @s, VE" (4.11)
neN*
Preuve :
Soient P une opérade et V' un K —espace vectoriel. Soient A une P—algebre et ¢ : V — A

une application linéaire. On note I = @ P(n) ®s, V™. Montrons tout d’abord que F est une

n>0
P—algebre. Pour tout n € N*, on définit :

a(n) : P(n) — Hom(F*"F)
po o a(n)(p),

ott pour tout vy € P(ky), ..., v, € P(ky), v, € VO . v, € V&

a(n) () (1 @i, ... Uy @) = Y(py V1, - .-, V) ®(vl ®...Qv). (4.12)
a est un morphisme d’opérades. En effet
a(l)(e)( ®vi) = (e, )@ v
= 1 ®u
ce qui prouve que a(l)(e) = e. Soient n,m € N*,u € P(n),{ € P(m),i € {1,...,n}, 1 €
Pk1)s s Vpamet € Plkngme1),v1 € VI wpimoy € VO™ On a
a(n)(u) o a(m)(€) (11 @ V1, - Vngm—1 ® Vnim—1)
= an)(p) (i @v1,..., Vi1 @ui_1,a(m)(E)(V; @ Viy. ., Vigm—1 @ Vigm—1),
Vitm @ Vigms -5 Vntm—1 @ Ungm—1)
= a(n)(p) (N @v1,...,Vit1 @ Vi1, V(& Vi, Vigm—1) ® (1; @ ... @ Vigm—1),
Vitem @ Vigm, -+ Vnm—1 @ Unjm—1)
- ﬂy(,u, Viseo s Vil Y(E Vi oy Vikme 1), Vit « -+ 5 V,Hm,l) ®v1 ® ... ® Uppm—1
— ”y(,u o, & v, .., V,Hm,l) ®vl ® ... ® Vprm_1
= aln+m—1)(po; ) (11 ®v1,..., Vntm-1 @ Vnjm—1)
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ce qui prouve a(n +m — 1)(uo; §) = a(n)(u) o; a(m)(§). On définit @ : F — A comme suit :
pour tout n >0, p € P(n) et tout vq,...,v, €V,

O, 01 @ ... Qvy) :,u(go(vl),...,cp(vn)), (4.13)

en utilisant la notation (4.9). Ainsi par construction ¢ est un morphisme de P—algébres (4.10).

On a donc :

@(a(n)(u)(ljl X UV1,...,Vn X Un) - M(@(Vl ® Ul)a ceey @(Vn X Un)) (414‘)
ce qui prouve 'unicité de ¢ par récurrence sur la graduation de . On définit :

T 0V — F

vV — e®U

ol e est I'unité dans 'opérade P. Il est clair que :

goi(v) = @le®v)

Par suite J vérifie la propriété universelle ci-dessus, ce qui prouve la proposition 53.

2 Opérades : une approche par les espéces

2.1 Catégories

Une catégorie € est une collection d’objets Obj(C) et la donnée pour tout couple d’objets
(A, B) d’une collection de morphismes (ou fleches) de A vers B, qui vérifient les axiomes d’une

catégorie [24].

Exemple 16 1. Catégorie des ensembles finis : les objets sont les ensembles finis et les

fleches sont les bijections.

2. Catégorie des espaces vectoriels : les objets sont les K -espaces vectoriels et les fleches sont

les applications linéaires.

2.2 Foncteurs

Un foncteur F est un "morphisme" entre deux catégories C et D. Plus précisément, pour
tout objet A de €, F(A) est un objet de D et pour toute fleche f de €, F(f) est une fleche de

D vérifiant :

F(Idy) = Idsw ¥ A€ Obj(C)
Flgof) = Flg)oF(f) Vf,g fleches composables de €
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2.3 Espéces

Soit € une catégorie tensorielle symétrique [24]. Une espéce dans la catégorie € [17] est un
foncteur contravariant F de la catégorie des ensembles finis Fin dans €. Ainsi une espéce F
fournit un objet F(A) pour tout ensemble fini A et un isomorphisme F, : F(A) — F(B) pour
toute bijection ¢ : B — A. En particulier Aut A ~ S,, agit a droite sur F(A) si le cardinal
de A est égal a n. Soient F et § deux espéces. Un morphisme d’espéces entre F et G est une
transformation naturelle ¢ : ¥ — §. Donc pour deux ensembles finis A et B de méme cardinal

et toute bijection ¢ de B dans A, le diagramme suivant commute :

F(A) L2 F(B)
w(A)l lw(B)
9(14)?;9(3)

2.4 Composition des espéces

Soit I un ensemble fini. Toute relation d’équivalence R sur I induit une partition de I en
blocs. Soient R et R’ deux relations d’équivalence sur I. On dit que R est plus fine que R et
on écrit R < R’ si pour tout z,y € I, xRy implique zR'y. De facon évidente tout bloc de R
est contenu dans un bloc de R'. On note e la catégorie des espéces dans C. La composition

des espeéces est un bifoncteur X : E¢ x E¢ — Ep tel que pour tout ensemble fini 7,

(FRG)I)=EPFUI/R) e Q) G(J (4.15)

RE=T JeI/R

ou la notation R | I signifie que R est une relation d’équivalence sur I. Autl agit sur les

relations d’équivalence sur [ et donc sur (F' X G)(1).

Remarque 54 L’ordre sur les différents J € I/R n’est pas spécifié dans l’écriture du pro-
duit tensoriel a droite dans 'equation (4.15). Le passage d’un choiz d’ordre & un autre est un

isomorphisme donné par ['usage répété des voltes Typ : A® B — B® A.
Proposition 55 Le produit X, défini ci-dessus est associatif.

Preuve : Soient I un ensemble fini, F,G et H € E¢, alors

(FRGORH)I) = PBERGC)I/R)e K) H(J

RE=1 JEI/R

. @( P Flu/r)/sHe K G(K’)) ® (X H(J)
RE=I “8'EI/R K'e(I/R) g JEI/R

_ @( D rumse Q G(K/R)) ® Q) H(J)
RE=I N 8=ILR=ILR<S Kel/$ JEI/R

= @ Fu/s) e Q) GE/R) o K H(J).
R<8EI Kel/$ JEI/R
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Alors que :

(FR(GRI)I) = PFI/s)e K (GRH)()

=1 JEI/$

= Bruse X (QBG(J/R)® X H(K))

S=I JEI/S NREJ KeJ/R

= P Fuse Q GE/R e K H),

R<S[=I Kel/s JEI/R

Ce qui montre la proposition. Dans le passage a la derniére ligne on a utilisé le fait que la
donnée d’une relation d’équivalence sur chaque bloc de 8 est équivalente & la donnée d’une
relation d’équivalence R < 8 sur I.

O

Remarque 56 Le produit X se comporte comme un produit tensoriel, a part le fait que FXG #
GX F en général. L’élément neutre est l'espéce E tels que E({x}) = Ke et E(I) =0 pour tout

I de cardinal supérieur a 2 ou I [’ensemble vide.

Notations : Soient / un ensemble fini et R une relation d’équivalence sur /. On note (F' X

F)I)r = F(I/R) @ (X) F(J) , de sorte que l'on a : (FR F)(I) = @(F B F)(I)x. Pour
JEI/R RET

o un automorphisme de I et J un bloc de I/R, la restriction 9, est une bijection de J sur

J.o. On note R’ la relation d’équivalence sur I définie par iR%j < o(i)Ro(j) et on note &
'isomorphisme de /R sur I/R° déduit de o .

2.5 Opérades dans une catégorie monoidale symétrique

Définition 20 Soit C une catégorie monoidale symétrique. Une opérade dans la catégorie C est
un monoide dans la catégorie Ee. Plus précisément, une opérade est une espéce F' munie d’un
morphisme v : F K F — F associatif i.e : tel que 'on a y(y® I) = v(I ® 7). Le morphisme -y

définit pour tout ensemble I et toute relation d’équivalence R sur I :

vir: FI/R)® (K F(J) — F(I). (4.16)
JeI/R

L’équivariance se traduit par la commutativité du diagramme suivant :

F(I/R)® @ je/p F(J) —* F(I)
(FEE) ) (F&mel lF(a)
F(I/R?) ® @ jer/pe F1(J)

V1,RO
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2.6 Compositions partielles

Pour simplifier on peut supposer que 'opérade F' est augmentée i.e : F()) =0 et F({x}) =
Ke. On considére sur I’ensemble fini I’ une relation d’équivalence R tels que tous les blocs soient
des singletons sauf un noté J. Onnote I = I'/Ret i = {J} € I, dou I' = I\{i} UJ. On note o,
la composition : vy : F(I'/R)QF(J) — F(I') quiest v : F(I)@F(J) — F(I\{i}UJ). Les autres
composantes a gauche sont de la forme F({*}) = 1, donc n’apparaissent pas dans le produit

tensoriel. L’associativité s’exprime par la commutativité des deux diagrammes suivants :

Id]®0j
_—

F(I)® F(J)® F(K) F(I)® F(J\{j} UK)

F(I\{i}UJ) @ F(K) —= F(I\{i} UJ\{j} UK)
et

F(I)® F(J)® F(K) 2242 p(1\{iY U J) ® F(K)

T2,3l/

F(I)® F(K)® F(J) o

F(I\{I} UK) @ F(J) — F(I\{i,1} U J U K)

ou T3 = Idp) @ Tr),F(K). Le premier diagramme correspond a l'associativité emboitée

tandis que le second correspond a ’associativité disjointe.

3 Deux structures d’opérade sur les arbres enracinés

On rappelle brievement dans cette section 'opérade des arbres enracinés introduite par F.
Chapoton et M. Livernet dans [8]. Un arbre enraciné est un graphe fini orienté connexe sans
boucles, dont I'un des sommets n’est ’arrivée d’aucune aréte ; ce sommet est appelé la racine.
Les arbres enracinés seront dessinés avec la racine en bas (voir [14],[10]). Pour tout n > 1 un
arbre enraciné labellisé de degré n est un arbre a n sommets labellisés. Pour tout ensemble
fini A de cardinal n, on note RT(A) l'espace des arbres enracinés de degré n labellisé par les
éléments de A. Le groupe AutA des permutations des éléments de A agit & droite sur RT(A) en
permutant les labels. Soit RT = @R‘T(n). On munit 'espéce RT d’une structure d’opérade

n>1
(voir [8]) : L’action du groupe symétrique est naturelle en permutant les labels des sommets.

Soit A un ensemble fini de cardinal n et v € A. Pour un arbre T' de degré n labellisé par les
éléments de A, on note E(7T,v) 'ensemble des arétes de 1" arrivant au sommet v de 7.
On a utilisé la notation : RT(n) = RT({1,...,n}).
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3.1 L’opérade pré-Lie

Soient A et B deux ensembles finis. Soit v € A. On définit les compositions partielles
0, : RT(A) @ RT(B) — RT(A — {v} U B), de la fagon suivante :

To,S= Y TolS, (4.17)

f:E(Tyw)—B

oit T'o! S est arbre de RT(A—{v}UB) obtenu en remplacant le sommet v de T par 'arbre S et
en reliant chaque aréte a dans (T, v) au sommet f(a) de S (voir en détail dans [8]). L'unité est
I’arbre & un seul sommet. Ces compositions partielles définissent une opérade qui est I'opérade

pré-Lie. On définit : T'<1 S = Z (T o, S). Laloi o passe au quotient par les axiomes du groupe
vEA
symétrique (axiome d’équivariance). On pose Fpr(n) = RT(n)/S, et Fpr = @ PL(n).

n>2

Théoréme 57 ['espace Fpr, muni de l’application bilinéaire < définie ci- dessus est une algebre

pré-Lie a droite. Ce théoréeme est vrai pour toute opérade O augmentée i.e : telle que dim O = 1

/8.

Remarque 58 On a déja vu au Chapitre 2 (paragraphe 7.2 ), que les compositions partielles
ci-dessus donnent liew a deux structures pré-Lie a droite < et «— sur Fpp [8] telles que la

premiére agit sur la deuziéme par dérivation [25], la structure pré-Lie «— est définie par :

T<—S:( i 01 T) O9 S, (418)
appelée greffe de S surT' et on a la relation de dérivation suivante :

(T—=8<U=T<U)—S+T—(S<U)Y ST,U¢e€Fpy. (4.19)

3.2 L’opérade NAP

On définit [18] les compositions partielles o, : RT(A) @ RT(B) — RT(A —{v}U B) comme
suit :

To,S=Tols, (4.20)

ot T of* S est I'arbre de RT(A — {v} U B obtenu en remplacant le sommet v de T par I'arbre S
et en relie les arétes de F(T,v) par la racine de S. L’unité est ’arbre enraciné & un seul sommet.

On définit TG S = Z T o, S. Laloi ® passe au quotient par I'action des groupes symétriques

vEA

(axiom d’équivariance). En appliquant le résultat de F. Chapoton [6, 7] & 'opérade NAP on
obtient :

Théoréme 59 L’espace Fyap = @fRT(n) /Sp muni du produit bilinéaire © défini ci-dessus

n>2
est une algeébre pré-Lie a droite.
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Remarque 60 Les compositions partielles définies ci-dessus donnent lieu a une structure non

associative permutative ,/ sur Fyap. La structure NAP / est définie par :

T/S:(i 01 T) 03 S, (4.21)
appelé produit de Butcher (a droite) de T par S et on a la relation de dérivation suivante :

(T/S)eoU=(ToU) /S+T,/ (SOU)VS,T,U € Fyap. (4.22)

4 La notion d’opérade a débit constant

On définit dans cette section la notion d’opérade a débit constant, dont le prototype est

Endop(V') ot V est un espace vectoriel gradué.

4.1 Définition générale

Soit O une opérade. On dit que O a une structure d’opérade & débit constant, si de plus

Op = H 04w pour tout ensemble fini A, ot :

W:A—-N*
— L’action a droite du groupe symétrique vérifie :

(Oaw).0c =0awor Vo€ AutA. (4.23)
— Pour deux ensembles finis A et Bet v &€ Aon a:

0y 1 Oaw ® Opx — Oa_(uyuBwix, (4.24)

avec image nulle si Zb # W (v) et WHX|A_{U} = W|A_{U}, WHX‘B = X.

beB

4.2 Exemple : L’opérade a débit constant Endop(V) lorsque V est un

K-espace vectoriel gradué
Soit V = @ V; un K-espace vectoriel gradué. Soit Endop(V')(n) I'espace des morphismes

Jjz1
homogénes de degré zéro de V" dans V, i.e :

Endop(V)(n) = Lo(VE", V)
_ [T 20va®.. @V Vi ta)-

Qt,..yan,n>1

Ainsi, pour tout v € Lo(V®", V) et pour tout ay,...,a, € N, on définit a,, ., par :

{aal ..... an(V1®, ..., Q) = a(vy,...,v,) si v;eV, Vje{l,.. . n}

= (0 sinon.
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Les compositions partielles o; vérifient :

(O{ Oi /8)617---,Cn+m—1 - acl7,,,7ci717(22";?_1 Cj)yci+my---ycm+n—l Oi /601'7---7Ci+m—17 (425)

et donc
Qg ,....an ©i ﬁbl,...,bm - 0, (426)

m
sauf peut-étre si a; = E b;. Ainsi :
j=1

Théoréme 61 Endop(V') est une opérade a débit constant au sens du paragraphe 4.1

5 L’opérade a débit constant O*

Définition 21 On définit des arbres enracinés avec des poids sur leurs sommets: @, @ . & ...

Ezxemple 17 Les arbres de poids inférieur ou égal a 3 sont

o 6.0 b & 6

Pour T un arbre on définit le poids de T, noté |T| par :

T = > o], (4.27)

veu(T)

ot v(T) désigne l’ensemble des sommets de T'.

On dessine les arbres enracinés avec des labels et numéros sur leurs sommets, chaque numéro

désigne le poids du sommet.

Définition 22 On définit ’énergie potentielle d’un arbre enraciné T par :

d(T) =Y [v|h(v), (4.28)

veu(T)

ot h(v) est la hauteur de v dans T, i.e. la distance de v a la racine de T' en comptant le nombre

d’arétes.

Soit A un élément du corps K. Pour tout ensemble fini A, soit O l'espace vectoriel engendré
par les arbres a card(A) sommets labellisés par A de poids quelconque. Pour S € O et v un
sommet de S, on désigne par E(S,v) 'ensemble des arétes de S arrivant sur le sommet v de S.

soit B un ensemble fini et 7€ O, on définit les compositions partielles par :

Z \d(sel T)=d(501°T) g ol T si | T|=]v]
SopnT = FE(Sv)—v(T)
0 sinon,
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ot S of T est I'élément de Of‘A_ whup obtenu en remplagant le sommet v par S et en reliant
chaque aréte de E(S,v) par leur image par f dans v(7T) et f, est I'application de E(S,v) dans
v(T) qui envoie chaque aréte a de F(S,v) sur la racine de 7. On remarque que I'arbre S of* T

a la plus petite énergie potentielle dans la somme précédente. L'unité est I’élément suivant :

2.0 .

n>1

ou @  est 'arbre a un seul sommet de poids n, (la somme infine précédente a un sens car
Oi‘ est un produit). L’action du groupe symétrique .S, sur Oz est naturelle en permutant les

somimets.

(b,3) g(hﬂ)
Exemple 18 Pour S = (@) et T= OEY ona:

@(d, 1) @(Cv 2)
h,2 h,2
(d,1) ’ )c, 2) : )(d, 1)

(
(e, 1) (e, 1)
+ A Olal) +A% Ol 1) + A3

c — e c — e ¢c — h ¢c — h
fo'{d—>e f'{d—>h f'{d—>e f'{d—>h

Théoréme 62 Les compositions partielles précédentes définissent sur O™ une structure d’opé-

SOb)\T:

rade & débit constant.

Preuve :
On commence tout d’abord par la démonstration de ’associativité emboitée puis la démons-
tration de l’associativité disjointe.

— Associativité emboitée : montrons (S o, 1) 0, U = So, 5 (T 0y, U) ol v est un sommet

de S et w un sommet de 7.

Soient S,T,U € O v un sommet de S et w un sommet de T tels que |T| = |v| et
|U| = |w|. On a :
(S oprT) opa U = Z Ad(SoiT)-d(SoﬁOT)(S ol T) owr U
FE(S)—o(T)
:Z Z )\d(SoﬁT)fd(SoioT)+d((So£T)ogwU)fd((SogT)ongU)( Sof TYod U

JE(Sw)—v(T) g:E'(SogT,w)HU(U)

= > > A9 (S of T) o9 U,

FES0)=v(T) g: B(Sod Tw)—v(U)
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ot A(f,g) =d(S ol T)—d(SoleT)+ d((S of T) o, U) — d((S of T o% U). De méme :

Sopr (TourU) = Z AT (TP V) g opx (T 07 U)
§:E(Tw):—v(U)
_ Z Z /\d(Tong)fd(Tog?U)+d(So£(TogJU))fd<SofO(Tog,U)) S of (T of U)

FE(Sw)—v(Td,U) :E(Tw)—v(U)

= S ST ABUIS Ol (Toh 1),
G:E(Tw)—v(U) f:E(S,v)—v(Tod,U)
ou
B(f,§) = d(T 0%, U) = d(T o2 U) +d(S of (T oJ, U)) = d(S of> (T o5, U)).
Dans le but de montrer (So, 7)o, \U = So, (T 0,,U), on introduit le lemme suivant :

Lemme 63 Il y a une bijection naturelle (f,g) — (f, g) telle que

(Sof T)ol U= 8ol (T3 U). (4.29)
Preuve :
Soient v un sommet de S et w un sommet de 7" tels que |T'| = |v| et |U| = |w]|. Soient
[ B(S,v) — v(T) et g: B(Sof T)w) — v(U) deux applications données. Cherchons
§: BE(T,w) — v(U) et f: E(S,v) = v(T o9 U) = o(T) Un(U)\{w} tels que 'équation
(4.29) est vérifiée.
Soit e une aréte de T' arrivant sur w, ainsi e est une aréte de S o, T" arrivant sur w. On

pose j(e) = g(e). De méme on définit f d’une maniére unique comme suit :

f : E(Sv) — V(T U)=vT)uv(T)\{w}
N 1C e
TO= a0 si fle)=w

Réciproquement, on suppose qu’on a le couple (f, g) et on cherche le couple (f, g) tel que
Péquation (4.29) est vérifice. On a f : E(S,v) — o(T)Uv(U)\{w} et § : B(T,w) — v(U).
On définit alors :

f o BE(S,v) — o(T)

et

Démonstration du théoréme (suite)
Pour montrer (So,\T)o, U = So, (T 0,\U), il reste & montrer que A(f,g) = B([,g).
On pose

A'(f.9) = A(f.g9) +d((S oft T) o U),
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B'(f.§) = B(f,) +d(S ol (T o® U)),

et
e(f)=d(Sol T)—d(SolT).

On a :
e(f)y= > h(fle) Bl (4.30)

ecE(Sw)
ot h(f(e)) est la distance entre f(e) et la racine de 7' dans le nouvel arbre Sof T et |B,|

est le poids de la branche liée & e. De méme :

d((Sof Yol U) —d((Sofe Ty U) = > h(fle)) B

e€E(Sw)

= (),

Ici go n'intervient pas car on a branché sur la racine de U, ainsi A'(f, g) = d((So/T)o%U).
Par le méme calcul on montre B'(f,§) = d(S o{j~ (T 9, U)). Ainsi par le lemme 63 on a
A'(f,9) = B'(f,§) Cest-a-dire A(f, g) +d((S oo T) o U) = B(f,§) +d(S ol (T % 1)),
ce qui prouve que A(f,g) = B(/f, g) car par le lemme 63 on a d((S ofo T) o%0 U) =
d(S o{fo (T o%0 U))

L’associativité disjointe : Soient v, w deux sommets disjoints de S tels que |v| = |T| et
|w| = |U|, montrons que :
(S Ou,A T) Ow,\ U= (S Ow,\ U) Ouv,A T. (431)
On a
5
(SoprT)ouaU = Z )\d(SoiT)*d(SovOT)(S 05 T) oy U
fE(S,v)—v(T)
_ 3 3 AU+ ((Sod Tyt ) —d((Sod o) (ol T) ot U
v w
[ES0)=(T) g:B(Sod T w)—v(U)
- Ty e
FES0)=v(T) g:E(Sol Tw)—v(U)
ou
k(f) =d(S ol T) —d(S ol T),
et

C(f.9) = k(f) +d((s o[ T) o5, U) = d((S o] T) off U).

De méme on trouve :

(SourU)ounT= > > APG9) (S o8 1) of T,
G:E(S,w)—v(U) f:E(S0%,Uv)—uv(T)

ot D(§,§) = k(§) +d((S ol U)ol T) —d((S o, U) oo T) et k(§) = d(S ol U) —d(S o U).

Pour montrer (4.31), on introduit le lemme suivant :
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Lemme 64 On a une bijection naturelle (f, g) — (f,§) telle que
(Sof T)o% U = (50 U)ol T (4.32)

Preuve :
Soient f : E(S,v) — v(T) et g : E(S of T,w) — v(U) deux applications données.
Cherchons § : E(S,w) — v(U) et f: E(S ol U,v) — v(T) telles que I'équation (4.32) est
vérifice. Il faut que § soit la restriction de ¢ sur les arétes e provenant de S et f = f car
E(S ol U,v) = E(S,v) car les sommets v et w sont disjoints.
Inversement, Soient § : E(S,w) — v(U) et f : E(S o U,v) — v(T) deux applications
données. Cherchons les applications f et g pour que I’équation (4.32) soit vérifiée.
Il faut que f soit la restriction de f sur les arétes e provenant de S et g = § car E (S,w) =
E(S of T,w) (v et w sont deux sommets de S disjoints).

0
Démonstration du théoréme (fin)

Ainsi pour montrer I’associativité disjointe il reste & montrer que pour tout couple (f, g)
et (f,9) ona C(f,g9) = D(f,g). On pose

C'(f.9) = C(f.g) +d((Sof T)o% U)

et
D'(f.3) = D(f.) +d((S o U) ofo T).
On a:
K= Y h(f(e)|Bdl,
ecE(S,v)

De méme on a :

d((Sof T)o% U) —d((Sol°T)o% U) = k(f),

car on a changé le sommet w par un arbre de méme poids, et par gy on a greffé sur la
racine ; ce qui prouve C'(f, g) = d((S ol T') 0% U). Par suite D'(f,§) = d((S o% U) o{; T).
Par le lemme 64, C'(f,g) = D'(f,§) et par le méme lemme C(f,g) = D(f,§), Ce qui
prouve l'associativité disjointe.

Les compositions partielles définies sur O* vérifient bien les axiomes d’une opérade a débit

constant.

O

Remarque 65 L’opérade o débit constant O modulo l'oubli de la multigraduation ainsi définie
est :

- lopérade pré-Lie [8] si A = 1.

- lopérade NAP si A = 0.

Soit ©O* I'opérade a débit constant définie ci-dessus. Pour tout ensemble fini A, On pose 9% =

H oé\,w' Une base topologique de 1’espace Oﬁ est
W:A—-N*
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O% = {(t,W), ot t arbre labellisé & card A sommets et W : A — Nx},

ici W détermine les poids des sommets. On désigne par Opy, 'opérade pré-Lie des arbres enra-

cinés labellisés [8]. On pose :
1 OPL — Ol

to— Y W),

W:A—N*

Théoréme 66 i est un morphisme injectif d’opérades.

Preuve : Soient A et B deux ensembles finis. Soient S et T' deux arbres labellisés respectivement
par A et B et v € A. Montrons :

i(S o, T) =i(S) oy i(T). (4.33)
L’équation (4.33) équivaut & montrer

> (So, W) = > (SX)ou1 Y (T.Y)

W:(A—{v})IIB—N* X:A—N* Y:B—N*
= Y (S,X)ou > (T,Y).
X:A—N* Y:B—N*, /3, 5 Y (b)=X(v)

Soit f: E(S,v) — v(T)et W: (A—{v})IB — N". Ilexiste X : A - N'etY :B — N

uniques tels que

(S 01}: T, W) = (S’X) 01{,1 (T> Y)'
I suffit de prendre Y =W X =W . et X(v)= > V().

beB
En faisant la somme sur les différents branchements f possibles, on trouve :

i(S 0, T) = i(S) opy i(T), (4.34)

Ce qui prouve le théoréme.
O
Si oyap désigne la composition partielle pour I'opérade NAP, on montre comme pour

I'opérade pré-Lie que

j o Oyap — 0O
Lo Y (W)
W:A—N*

est un morphisme injectif d’opérades i.e.
J(SonapyT) = J(S) ouo j(T), (4.35)

pour tout couple d’arbres S, T et tout sommet v de S.
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6 Algébre NAP déformée

Définition 23 Soit A un réel, On définit Uopérateur de greffe "— ", pour tout S,T € O* par :

(w,]S))
T—\S5=( %w Moy, \ T) 0y S- (4.36)
1l est clair que :
Ty S= Y MNrOT g (4.37)
veu(T)

ot T «, S est l’arbre obtenu en greffant S sur le sommet v de T, h(v) est la hauteur de v dans
T et |S| est le poids de S.

Théoréme 67 Pour tout S,T,U € 0%, on a

(U enT) xS =N 3 (T~ 8)=(U —»8) ex T = MNU —, (S, T). (4.38)

Preuve :
On a:
(U\T) S = Z Z AISIR@HTI®) (77 T) ) S
vev(U—,T) wev(U)
XX e e,y
wev(U) vev(T—wU)
= Z Z A\SIR@)HT|h(w) (U T) —, S
wev(U) vev(U)
Y X A (1, 8)
wev(U) vev(T)
De méme :
U (T 8) = >, D ASHr=she) g (T, 5)
vev(T) wev(U)
- Z Z 2SI HTWw) 7 (T —, S).
veu(T) wev(U)
Ainsi :

(U eaT)er S =AU oy (T =y 8) = Y ASHOHT(@ . T) 5. (4.39)

v,wev(U)

Dans I'équation (4.39), il y a symétrie en les termes S et T car w, v sont deux sommets de U.
Par suite on trouve le Théoréme 67.
[
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6.1 Deéfinitions relatives aux opérades & débit constant

Définition 24 Soient P et Q deux opérades a débit constant. Un morphisme d’opérades a débit

constant a est un morphisme d’opérades, qui de plus pour tout n € N* vérifie :
CL(’/L) . Tn,kl,...,kn — Qn,k1,...,kn' (440)

Définition 25 Soient P une opérade a débit constant et V = @ Vi, un espace vectoriel gradué.

n>0
On dit que V' est une P—algébre graduée, s’il existe un morphisme d’opérades a débit constant

a:P — Endop(V). Pour tout it € Priy. ks V1 € Vi Un € Vi, on note

w(vg, ..o vn) =an)(p) (v @ ... @ v,)

Soient (V,a) et (W,b) deux P—algébres graduées. Soit ¢ : (V,a) — (W,b) une application
linéaire homogéne de degré zéro. ¢ est dite morphisme de P—algébres graduées si pour tout
wePn), vy,...,v, €V,

¢(,U(’U1, T >vn)) = ,U(¢(’Ul)a T ¢(Un))

On définit la P—algebre graduée libre Fp(V') sur V' par la propriété universelle suivante : il
existe i : V. — Fp(V) telle que pour toute P— algébre graduée A et toute application linéaire
homogéne de degré zéro ¢ : V. — A il existe un unique morphisme de P—algébres graduées
@ Fp(V) — A tel que

poiL=p.

On pose F = @ (( H Pk kn) ® Vi, ® ... ® an> /S,. Par le méme travail que dans

n>0 \ ki,...kn>0
la section 1, on montre que F est la P—algébre graduée libre.

Cas particulier : si pour tout n € N*, dimV,, = 1 alors :

Fo(V) = @B J] Pokioka)/Sn

n>0  ki,...,kn>0

n>0

Remarque 68 L’algebre NAP déformée (For,«—») est une algébre :

— pré-Lie a droite lorsque A =1 [25], [2] [28].

— NAP a droite lorsque A = 0.
Plus précisément les morphismes d’opérades i et j définis précédemment passent au quotient
par laction des groupes symétriques. On a donc un morphisme d’algébres pré-Lie
i Fpr, — For et un morphisme d’algébres NAP j : Fyap — Feoo. De plus i est l'unique
morphisme d’algébres pré-Lie tel que i(o) = Z @ . De méme j est l'unique morphisme

n>0

d’algebres NAP tel que j(.) = Z @

n>0
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6.2 L’opérade a débit constant PL)

Une algebre pré-Lie est une algébre sur une certaine opérade quadratique binaire. De méme
une algébre NAP déformée au sens précédent est une algébre graduée sur une opérade a débit

constant PL, : soit F Popérade a débit constant libre engendrée par I'espace F(2) = H Foki
k,[>0
Une base de F(n) est un espace vectoriel muni d’un produit avec des parenthéses sur n variables

tel que chaque variable x a un poids qu’on la note par |x|. Par exemple une base de F(2) est
donnée par (zy) et (yz). Une base de F(3) est ((wy)z), (z(yz)) et leurs permutations. Soit r

le sous-module de F(3) engendré par :

((xy)2) — A (2(y2)) — ((z2)y) + A (2(2y)).

Soit (R) I'idéal engendré par r. On note PLy = F/(R). Le théoréme suivant est 'analogue du
théoreme 1.9 de F. Chapoton et M. Livernet [§]

Théoréme 69 Lopérade PL, est isomorphe & Uopérade & débit constant O définie sur les

arbres enracinés.

Changement de notations : Dans la suite, on note par “x,” le produit “«,".

Preuve :

Nous adoptons la démonstration du théoréme 1.9 de [8]. On définit un morphisme d’opérades

¢ : PLy — O et nous allons montrer que ¢ est un isomorphisme. Puisque PLy = F/(R), il suffit

de définir ¢ sur PL,(2) = F(2) dans O*(2) puis d’étendre ¢ sur F par la propriété universelle
(v, lyl)

d’uneopérade libre, et afin de montrer que ¢ s’annule sur (R). On définit ¢(zy) = g(% ) et

(@, |2|)
o(yx) = ?5@71/!). On a:

o(r) = d(zy)*x d(2) — Ao (2) %) @(yz) — d(a2) *x DY) + AVId(2) % B(2)
= 0.

Le morphisme ¢ s’annule donc sur (R). Soit I un ensemble fini formé par des labels. On définit

I’application suivante :
E : I — N
a — k,
On travaille avec les espéces, en considérant ¢; : PLy(1) — O*(I). Cherchons ¢y : O*(I) —
PLA(I) tel que :
propy = id
Yrogr = id
On a PLy = H?LA(I)E et OMNI) = H O*(I)g. On cherche ¢; . : PL(I), — OMI),. Montrons

le résultat par récurrence sur le cardinal de 1.
~ Si I = {z}, pour tout [ € N* on pose 1)( O ) = z.
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— Soit n > 0, on suppose que la propriété est vraie pour tout ensemble I de cardinal inférieur
ou égale & n. Soit I un ensemble de cardinal n + 1. soit 7' un arbre labellisé¢ par I (les
poids des sommets étant déterminés par |—| : I — N*). soit x 'indice de la racine de 7.

Modulo les permutations des branches, T" s’écrit d’une fagon unique :

T =Bz, Th,...,Tp] = (4.41)

c’est-a dire l'arbre obtenu en greffant les arbres (7;);<;<, sur la racine d’indice z, (B c’est
l'opérateur de greffe), ou pour tout i € {1,...,p}, T; est un arbre labellisé par un sous

ensemble J; de I. On définit 'application ¢; par récurrence sur la valence de la racine :

~ Sip=1,alors T = Blx,T}] = O *lx\ T} donc ¢;(T) = (wa(Tl)).
-~ Sip>1.0na:

T = Bz, T,,...,T)

o)

p
= B, To,..., T T = AN "Bl Ty, Ty T, T,

Jj=2

Ainsi

Vr(T) = (Yr(Blz, Ty, ..., Tp)vr(T1)) — AT Z r(Blz, Ty, ... Tj* T, ..., T,)).

(4.42)
Il reste a montrer que ¥7(7) ne dépend pas des permutations des branches 7; pour tout
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ie{l,....,p}.Ona:

p
T = Ble,Ty,....,T)) 5Ty = NS " Ble, Ty, ..., Ti s\ Ty, ..., T
P J V4

=2

p
= (B[x,Tg, LT T = AP Bl Ty, T T, ,Tp]> x Ty
k=3

V4
N B, Ty Ty, Ty, .. Ty = AT Bla Ty, Ty Th, . Tp]
j=3

p
= Bz, Ty,.... T Do) = Tt = A (Bl Ty, .. Tiom Ta, . T) 5 T
k=3

p
—)\|TI‘ B[L‘,Tg,...,T *\ TQ*)\Tl —‘—)\'TQ*ATI‘ B-T,T3,---,T'*)\ T2 *\ Tl 7-"7T
p J p

Jj=3

p P
NN Bl Ts, .. Ty s Th, - Ty o T+ NN " Blaty, o (T Th) A T, - T
j=3 j=3

p p
AN "N Bl Ty, (Ty T, (Te i To), - T
j=3 k=3,k#j
Soit alors :
Asy = ((¢1(Bla, Ts, ..., TN 1 (To))r(Th)) =N (¢ (Bla, Ts, .., T)) (0r(To) ¢ (Th))).-
(4.43)
Soit Ay le méme terme en permutant T; et Tp. On a Ajp — Ay € (R). Il est clair que
pour tout j € {3,...,p},
Bl, = NPI(yy(Blz,Ts,.... Tjx To, ..., T,))¢r(Th))
AN (Y (B, Ty, ... Ty 3 T,y .. Ty )(Th))

De méme Z Cif = Z CJF, on :
k,j=3,k#j k,j=3,k#j
O = (Bl Ts, ..., (T Th), ., (T oA To), . . ., Ty)). (4.44)

Pour tout j € {3,...,p} on a:

Dy, = NOHRly (Blo, Ty, ... (Tj %0 Ty) %2 Tas - .., T))])
AN (Bla, Ty, o Ty (T xa Th)s -, T)).

coincide avec D, via le théoréme 67.
On a montré que ¢;(7") ne dépend pas des permutations des branches T} et Ty. Par récurrence on
peut montrer que t;(7") ne dépend pas de 'ordre des branches T et T pour tout j € {2,...,p}.
De méme on montre que ¢;(7") ne dépend pas de l'ordre des branches T} et T} pour tout
k,je{l,...,p} avec j # k. D’ou l'unicité de ¢ (T).
O
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Résumé

Nous étudions dans cette thése I'algebre de Hopf H associée a I'opérade pré-Lie. L’espace des
éléments primitifs du dual gradué est muni d’une structure pré-Lie a gauche notée > définie
par l'insertion d'un arbre dans un autre. Nous retrouvons la relation de dérivation entre le
produit pré-Lie > et le produit pré-Lie de greffe — sur les éléments primitifs du dual gradué
de I'algebre de Hopf de Connes Kreimer Hox. Nous mettons en évidence un coproduit sur le
produit tensoriel H ® Hog, qui en fait une algébre de Hopf dont le dual gradué est isomorphe

a l'algébre enveloppante du produit semi-direct des deux algébres de Lie considérées.

Nous montrons que 'espace engendré par les arbres enracinés qui ont au moins une aréte,
muni du produit d’insertion, est une algébre pré-Lie (non libre) engendrée par deux éléments.
Nous mettons en évidence deux familles de relations. De plus nous montrons un résultat similaire
pour l'algebre pré-Lie associée a 'opérade NAP.

Finalement on introduit les opérades a débit constant et on montre que l'opérade pré-Lie
s’obtient comme déformation de 'opérade NAP dans ce cadre.

Mots clé : algébre de Hopf, arbres enracinés, opérade, algebre pré-Lie, algébre NAP.
Abstract

We investigate in this thesis the Hopf algebra structure on the vector space J spanned by the
rooted forests, associated with the pre-Lie operad. The space of primitive elements of the graded
dual of this Hopf algebra is endowed with a left pre-Lie product denoted by >, defined in terms
of insertion of a tree inside another. In this thesis we retrieve the “derivation” relation between
the pre-Lie structure > and the left pre-Lie product — on the space of primitive elements of
the graded dual HY, of the Connes-Kreimer Hopf algebra Hcy, defined by grafting. We also
exhibit a coproduct on the tensor product H ® Hq g, making it a Hopf algebra the graded dual
of which is isomorphic to the enveloping algebra of the semidirect product of the two (pre-)Lie

algebras considered.

We prove that the span of the rooted trees with at least one edge endowed with the pre-Lie
product > is generated by two elements. It is not free : we exhibit two families of relations.
Moreover we prove a similar result for the pre-Lie algebra associated with the NAP operad.
Finally, we introduce current preserving operads and prove that the pre-Lie operad can be ob-

tained as a deformation of the NAP operad in this framework.

Keywords : Hopf algebra, rooted trees, operad, pre-Lie algebra, NAP algebra.
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