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Les résultats présentés sont détaillés dans [7].
Problématique. Un sous-ensemble D ⊆ V est un ensemble dominant indépendant (ou

stable) d’un graphe G = (V,E) si D est un ensemble indépendant (aucune arête entre les
sommets de D) et dominant tous les sommets de G (chaque sommet de V −D a un voisin dans
D). Nous étudions une généralisation de cette notion. Une instance de notre problème est un
graphe G = (V,E) et Π = (V1, . . . , Vk) une partition de V . Chaque sous-ensemble Vi de Π est
appelé une obligation. Un ensemble Dominant Indépendant avec Obligations (IDO) D dans une
instance (G,Π) est un ensemble dominant indépendant de G avec la contrainte supplémentaire
que si un sommet u d’une obligation Vi est dans D, alors tous les autres sommets de Vi doivent
aussi appartenir à D : pour chaque i = 1, . . . , k, soit Vi ∩ D = ∅ soit Vi ⊆ D (on dit que D
respecte les obligations). Le problème de décider si une instance (G,Π) a un IDO sera nommé
problème IDO. N.B. : si chaque obligation de Π est un singleton, un IDO est simplement un
ensemble dominant indépendant de G qui peut être construit avec un algorithme glouton.

Contexte. L’étude de problèmes de graphes classiques avec des contraintes supplémentaires
n’est pas nouvelle. Récemment, la notion de "conflit" a été introduite : à un graphe G = (V,E),
est ajouté un ensemble de paires d’éléments de G (sommets ou arêtes) qui ne peuvent pas
appartenir à la même solution (une solution peut être un chemin, un arbre, un ensemble
dominant, etc. selon l’objectif). À l’opposé des obligations, un conflit modélise le fait que deux
éléments d’un système ne peuvent pas être utilisés simultanément, par exemple parce qu’ils sont
incompatibles. La plupart des problèmes avec conflits sont difficiles. Voici quelques publications
récentes sur le sujet : [1, 2, 4, 5, 6, 8, 9].

La notion d’obligation a initialement été introduite dans [3] ; elle peut aider à modéliser
des situations dans laquelle les éléments doivent être mobilisés non pas individuellement mais
collectivement (équipe de personnes, ensemble de ressources, etc.). Parmi les problèmes ainsi
revisités, les auteurs ont prouvé que décider si une instance a un IDO est NP -complet, même si
les obligations ont une taille maximale de deux. Cependant, lors de la réduction, ils ont utilisés
des obligations dont certaines sont non-stables, c’est-à-dire des obligations qui ne peuvent ap-
partenir à aucune solution. Nous levons ici cette restriction en étudiant des instances composées
uniquement d’obligations qui sont des ensembles stables du graphe.

Résultats. S’il existe une constante λ telle que pour chaque i = 1, . . . , k, |Vi| = λ alors nous
disons que les obligations sont λ-équilibrées. Nous prouvons que le problème IDO est NP -
complet dans différents cas, selon la topologie du graphe et les tailles des obligations. Dans la
suite, un chemin est un graphe connexe dans lequel chaque sommet a exactement deux voisins,
sauf deux extrémités qui en ont un seul. Un graphe est une collection de chemins disjoints s’il
est seulement composé de chemins qui sont sommet-disjoints par paire (c’est-à-dire s’il s’agit
d’une forêt de chemins). La plupart des problèmes algorithmiques sont triviaux ou faciles à
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résoudre dans les chemins. Cependant, nous montrons que le problème IDO est NP -complet,
même si G est un chemin et que toutes les obligations sont stables et λ-équilibrées pour toute
constante λ ≥ 2 (N.B. si les obligations sont 1-équilibrées, le problème IDO est polynomial).
Nous montrons également que même si le graphe a un diamètre trois et que les obligations sont
stables et λ-équilibrées pour toute constante λ ≥ 2, le problème IDO demeure NP -complet.

Si les obligations sont de taille non constantes, nos résultats sont les suivants. Le problème
IDO est NP -complet même dans des instances (G = (V,E),Π) où les obligations sont stables
et

√
|V |-équilibrées (il y a

√
|V | obligations, chacune de taille

√
|V |). Nous montrons également

plusieurs autres résultats de NP -complétude avec d’autres comparaisons entre la taille et le
nombre d’obligations.

En raison de tous ces résultats de NP -complétude, nous avons relâché la contrainte de
dominer tous les sommets du graphe en introduisant une version de maximisation appelée
problème de l’ensemble Partiellement Dominant Indépendant avec Obligations (PIDO). Nous
montrons que décider si une instance (G = (V,E),Π) contient un ensemble indépendantD ⊆ V
de G = (V,E), qui respecte les obligations de Π et qui domine au moins 3

√
|V | − 2 sommets

de G est NP -complet, même si G est une collection de chemins disjoints et que les obligations
sont toutes stables. De l’autre côté, nous proposons un algorithme polynomial qui construit
une solution pour toute instance (G = (V,E),Π), qui domine au moins 2

√
|V | − 1 sommets si

les obligations sont toutes stables.
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