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Ce document est un support pour le cours Mathématiques et physique appliquées
auz sciences de la Terre suivi par les étudiants en 2° année de Licence Sciences de la
Terre &4 I'Ecole de TOPGC (Université Clermont Auvergne). Il aborde la notion de ma-
trices et est basé pour partie sur le support de cours d’algébre linéaire de Lara Thomas
a I’école Polytechnique Fédérale de Lausanne (version 2009-2010 accédée en ligne le
06/02/2014, http ://alg-geo.epfl.ch/cours/alglin0910/PolycopAlgLin0910.pdf) pour
les applications linéaires, et pour partie sur ma traduction des chapitres 7 Matriz
algebra, 8 Determinants, 12 Linear algebraic equations et 13 FEigenvalues and eigen-
vectors du livre Mathematical Techniques (4° édition, 2008) de D. W. Jordan et
P. Smith, Oxford University Press. J’encourage d’ailleurs vivement tous les étudiants
& parcourir cet excellent livre qui est non-seulement extrémement pédagogique mais
également bourré d’exercices dont les corrections sont accessibles en ligne chez 1’édi-
teur ; méme si ce livre est en anglais, les maths restent toujours les mémes...

Prérequis

Ce polycopié suppose acquises toutes les notions mathématiques vues au lycée
et en 1 année de licence scientifique, notamment la manipulation des vecteurs. Il
contient essentiellement des définitions, des explications et des résultats, présentant
les matrices comme un outils mathématique, rien de plus. Il se veut résolument pra-
tique, et ne contient pas de démonstration.

Contenu

Ce polycopié comporte 4 chapitres (voir table des matiéres ci-aprés) qui sont
tous illustrés par de nombreux exemples détaillés et de difficulté croissante. Ces
exemples se présentent comme des exercices suivis de leur solution ; ils peuvent donc
étre aussi utilisés comme exercices de révision. Des exercices tests non corrigés sont
également fournis a la fin des principales sections afin de tester sa compréhension.
Enfin, toutes les notions abordées dans le polycopié sont réguliérement résumées dans
des tableaux résumeés facilement identifiables a leur fond bleuté.

Bonne lecture!
Thierry Menand

Décembre 2020

Libre accés — @) Ce document est mis a disposition selon les termes de la Licence
Creative Commons Attribution 4.0 International (https://creativecommons.org/
licenses/by/4.0/).
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CHAPITRE 1

Algébre matricielle

Trés souvent, non seulement en physique et en sciences de I'ingénieur mais aussi
en biologie tout comme en sciences de la Terre, il est trés utile et souvent beaucoup
plus rapide de représenter et de manipuler des données sous la forme de tableaux.
Un tableau de données qui obéit & certaines régles d’opérations algébriques est ap-
pelé matrice. Comme nous le verrons dans les chapitres suivants, les matrices sont
importantes pour représenter et résoudre les systémes d’équations linéaires.

1.1 Matrices : définition et notation

Les matrices sont des tableaux habituellement délimités par des parenthéses ou
des crochets, et nous utiliserons ici des crochets. De plus, les lettres majuscules sont
habituellement utilisées pour nommer les matrices. Par exemple :

12 -1
A:[o 3 —4]

est une matrice avec deux lignes et trois colonnes. Les termes individuels de la
matrice sont appelés éléments ou coefficients : I’élément sur la deuxiéme ligne et
la troisiéme colonne est -4. On dit que cette matrice est d’ordre « 2 par 3 », noté
2 x 3, ou encore qu’il s’agit d’une matrice (2 x 3). Dans le cas général, on note une
matrice (m X n) avec m lignes et n colonnes de la maniére suivante :

ai1 a2 ... (050D
a1 a ... a9on, ) )

A= . . | =lay] 1<i<m,1<j<n),
Aml Am2 ... Gmn

ol a;; est I’élément sur la i° ligne et la j° colonne de la matrice A. Dans le
cas précédent, asg = —4, ajo = 2, etc. On peut aussi écrire la matrice encore plus
simplement

A= [ay]

si on connait 'ordre de la matrice (m x n). Enfin, on dit qu'une matrice (n x n) est
tout simplement d’ordre n.

Une matrice (1 x 1) est simplement un nombre : par ex. [—5] = —5. Les matrices
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peuvent aussi ne posséder qu'une seule ligne ou qu’'une seule colonne. Par ex.,

—0.11
A=[13 —11 29 46] e B=| 6.05
—2.10

sont respectivement une matrice-ligne et une matrice-colonne. Habituellement,
on représente les composantes d’'un vecteur par une matrice-colonne. Les vecteurs
sont notés a l'aide d’une lettre en gras (mais pas toujours majuscule) :

1

Une matrice qui a le méme nombre de lignes et de colonnes, c-a-d quand m = n,
est appelée matrice carrée. Par contre, si m # n alors on dit qu'il s’agit d’une
matrice rectangulaire.

Test 1

Les éléments d’une matrice sont a;; = (—i)’, avec i = 1,2,3 et j = 1,2, 3.

Ecrire la matrice.

1.2 Reégles d’algébre matricielle

Nous avons besoin de régles algébriques cohérentes pour pouvoir manipuler les
matrices (les additionner, les multiplier, etc.). Comme nous le verrons par la suite, ces
régles ont leur origine dans la représentation des équations linéaires et des transfor-
mations linéaires, mais pour le moment nous allons les considérer simplement comme
une liste de régles.

1.2.1 Egalité

Deux matrices ne peuvent étre égales entre elles que si elles sont du méme
ordre : c-a-d si elles possédent le méme nombre de lignes et le méme nombre de co-
lonnes. Dans ce cas, elles sont égales si leurs éléments sont égaux un a un. Donc si

a b e f
ot Jeoefp 4

alors A = B si et seulement si a = e,b = f,c = g, et d = h. Plus généralement, si
A= [aij] et B = [bij] sont deux matrices (m X n), alors A = B si et seulement si
a;; = bj; pour tous ¢ =1,2,...,met j =1,2,... ,n.

Exemple 1  Résoudre I’équation A = B avec

T 1 2 1 1 2
A_[O 22—y 3}’ B_[O 2 3]'



1.2 Reégles d’algébre matricielle

Solution : Puisque les éléments de A et B doivent étre égaux, il s’en suit que =z = 1 et
2?2 —y=2.Dot y =22 — 2 = —1. La solution est donc x = 1 et y = —1.

1.2.2 Multiplication par une constante scalaire

Si k est une constante scalaire (un nombre donc), alors le produit kA est la ma-
trice dans laquelle tous les éléments de A sont multipliés par k. Donc si

20 15 3.1
A= {—1.2 3.0 —4.6}’

et k = 10, alors

kA:[ 10x 2.0 10x 1.5 10x3.1}:[ 20 15 31].

10 x —=1.2 10 x 3.0 10 x —4.6 —12 30 —46

De méme, on peut factoriser une matrice :

5 25 —30 15 —6
A‘Lo 15 —5]_5[2 3 —1}

1.2.3 Matrice nulle

Toute matrice dont tous les éléments sont égaux a zéro est une matrice nulle.
Si A est une matrice nulle, on peut écrire simplement A = 0.

1.2.4 Addition et soustraction de matrices

La somme de deux matrices A et B n’a de sens que si A et B sont du méme ordre.
Dans ce cas, C' = A+ B est la matrice dont les éléments sont la somme des éléments
correspondants de A et B. Donc si A = [a;;] et B = [b;;] sont deux matrices (m x n)
alors

C=A+B= [aij+bij].

Reégles d’algébre matricielle

SiA:[aij] etB:[bij],(lgigm;lgjgn) alors

égalité : A = B si et seulement si a;; = by ;
multiplication par un scalaire : kA = [k:aij] ;
matrice nulle : A = 0 si et seulement si a;; = 0 pour tout 7 et j;

addition et soustraction : A+ B = [a;; + bij|, A — B = [ai; — by;].

= COREORE
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Exemple 2 Si
1 3 -4 -6
A=12 2{, e B=|-5 -5
31 -6 —4
calculer A+ B,B+ A, et A+ 2B.
Solution :
1—-4 3-6 -3
A+B=|2-5 2—-5|=1|-3
3—6 1—4 -3
De méme :
—4+1 —6+3 -3
B+A=|-5+2 —-5+42| =1]-3
—-6+3 —4+1 -3
Enfin,
1 3 -4 -6
A+2B= |2 2| +2|-5 —=5|=
31 -6 —4
-7 =9
=|-8 -8 (regle 4).
-9 -7

)

11
11
11
A+ B
-8
+ [—10
—12

(régles 4 puis 2).

—12
—10
-8

(regle 2),

Comme le calcul de la deuxiéme addition le suggére, la propriété commutative de
l'addition des nombres réels, a;; + b;; = b;j + a;j, implique la méme propriété pour

les matrices :

A+ B=B+A.

La soustraction d’une matrice A par une autre matrice B s’écrit A — B et corres-
pond a l'addition A + (—1)B, en utilisant la régle 2 pour la multiplication de B par
le nombre -1 et la régle 4 pour 'addition de A et (—1)B. En pratique, on effectue
simplement la soustraction des éléments de la premiére matrice par les éléments de

la deuxiéme.

Exemple 3 Si
1 -1 2
A= [0 9 3], et B=

calculer A — B et 2A — 3B.

:

-2

0

-3
-1

|
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Solution :

werf o E b e g

0 2 -3 |1 o0 -17lo-1 2-0 -3+17|-1 2 -2
1 -1 2] .2 -2 -3] [2 -2 4] [6 -6 -9
QA_SB_Q[O 2 3}_3[1 0 1}_[0 4 6}_[3 0 3]
(-4 4 13
-3 4 -3

Les régles arithmétiques appliquées aux éléments des matrices fournissent les ré-
sultats suivants :

(a) A4+ (B+C)=(A+B)+C (associativité de 1’addition).

Autrement dit, 'ordre dans lequel les matrices sont additionnées n’est pas impor-
tant.

(b) k(A+B)=kA+kB,  (k+1)A=kA+IA

1.2.5 Multiplication de matrices

Nous avons maintenant besoin de définir le concept du produit de matrices, ou
produit matriciel. Toutes les matrices ne peuvent pas étre multipliées entre elles :
elles doivent avoir la « bonne forme ». Le produit matriciel d’une matrice par une
autre n’est possible que si le nombre de colonnes de la premiére matrice est
identique au nombre de lignes de la seconde (condition de compatibilité).
La multiplication de la matrice A par la matrice B est notée AB. Attention : I'ordre
est important! En général le produit matriciel AB est différent du produit BA. En
effet, pour que AB existe il faut que le nombre de colonnes de A soit égal au nombre
de lignes de B, alors que pour BA il faut que le nombre de colonnes de B soit égal
au nombre de lignes de A. Ainsi, si le produit matriciel AB existe, cela ne garantie
pas que la multiplication BA soit aussi possible.

Regardons le cas ou A est une matrice-ligne (1 x 3) et B est une matrice-colonne,
un vecteur, (3 x 1) :

b11
A=lan a2 ai3], B = |ba
b31

Pour ces deux matrices, le produit AB est possible et donne une matrice C' (1 x 1),
c-a-d un nombre :

b11
AB = [a11 a1z a13] |bar| = [a11b11 + a12bar + aysbsi] = C.
bs1
L’élément unique de C est obtenu en effectuant le produit scalaire de la ligne de A
par la colonne de B.
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Cette opération, le produit scalaire d’une ligne par une colonne, est la régle de
base pour calculer les éléments du produit matriciel. Regardons le cas oul A et B sont
deux matrices (2 x 2) :

1 2 5 6
by ek
Le produit AB est la matrice (2 x 2)

19 22
¢= [43 50}

Chaque élément de C est obtenu par le produit scalaire d’une ligne de A par une
colonne de B :

Prenons maintenant le cas ot A est une matrice (2 x 3) et B une matrice (3 x 2),
telles que

a1 a2 a13 b b
G21 Q22 a23 bat b
31 032

Alors le produit AB est la matrice (2 x 2)

b1 b2

AB — |:a11 a12 a13:| b21 622

a1 Q22 Aa23 b31 532

_ [anbn + a12bo1 + aizbzr  ai1biz + a12baa + a13b32

az1b11 + ag2bo1 + ag3bzr  a21bio + azebas + azsbsa
Dans le cas le plus général, celui de la multiplication d’une matrice A (m x n)
par une matrice B (n X p), on obtient une matrice C' (m x p) dont les éléments c;;

s’obtiennent en effectuant le produit scalaire de la i¢ ligne de A par la 3¢
colonne de B, ce qui peut s’écrire de maniére compacte :

n
cij = > agby; (i=1,....m;j=1,...,p).
=1

Exemple 4  Calculer le produit AB avec

0 3
A:B *1 g] et B=| 1 —1].
-2 4
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Solution : Nous avons donc

0 3
ABB _i _g} 1 -1
-2 4

C[Ix04+(-1)x140x(=2) 1x3+(-1)x(-1)+0x4
_[2><0+1><1+(3)><(2) 2x3+1x(=1)+(=3) x4

_ “ _i].

Produit matriciel
L’élément sur la i° ligne et la j¢ du produit matriciel C' = AB s’obtient par le
n

produit scalaire de la i° ligne de A par la j¢ colonne de B : ¢;; = ) ik by (i =
k=1

1,...,m;j=1,...,p).

Exemple 5  Si A est une matrice (5x4), B une matrice (4 x 5) et C une matrice (6 x 4),
quels sont les produits matriciels définis parmi les suivants : AB, BA, AC,CB, (AB)C, et
(CB)A?

Solution :

AB est une matrice (5 x 5);

BA est une matrice (4 x 4);

AC n’est pas défini car A a 4 colonnes alors que C' a 6 lignes ;

CB est une matrice (6 X 5);

(AB)C n’est pas défini car AB a 5 colonnes alors que C' a 6 lignes ;
(CB)A est une matrice (6 x 4).

Une conclusion que l'on peut tirer de 'exemple précédent est que le produit
matriciel n’est pas commutatif, c-&-d AB # BA. Comme nous venons de le voir
avec cet exemple, un ou plusieurs produits peuvent ne pas exister ; lorsque AB et BA
sont tous les deux définis, ils peuvent trés bien étre d’ordres différents; et méme s’ils
existent tous les deux et sont du méme ordre, AB n’est généralement pas égal & BA.
Il faut donc faire extrémement attention & 'ordre dans lequel un produit matriciel
est effectué.

Exemple 6 Si

1 -1 0
A—[?) _9 1], et B=

e
DN DN DN

calculer AB, et BA.
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Solution :

r 1 2]
1 -1 0 0 0

AB = } 1 2| = =0,
3 -2 -1 1 2] 0 0

et ~ _
1 2 . 7T =5 =2

BA:lQ[é; 7?:775 -2
|1 2 . |7 -5 -2

Cet exemple illustre le fait qu'un produit matriciel AB peut trés bien étre égal a
zéro méme si aucune des matrice A ou B n’est nulle, et méme si le produit BA n’est
pas lui méme égal a zéro. Une autre conséquence est que A(B — C') = 0 n’implique
pas nécessairement que B = C.

L’addition et la multiplication de matrices possédent les propriétés suivantes (don-
nées telles quelles, sans démonstration) :

(a) A(B+C)=AB+ AC (distributivité de ’addition),
(b) A(BC) = (AB)C, (associativité du produit matriciel),

a condition que ces produits soient définis.

Test 2
11
sia= |l L 2, et B=|2 —1|,
3 0 -3 L

calculer AB, et BA.

1.2.6 La trace d’une matrice

Nous verrons plus tard dans le chapitre 4, qu’il peut étre trés utile de transformer
les matrices. Toutefois, les matrices possédent des propriétés particuliéres qui restent
les mémes qu’elles aient été transformées ou non. On appelle ces propriétés qui ne
changent pas des invariants, et I'un de ces invariants est la trace d’une matrice
carrée.

La trace n’existe que pour les matrices carrées, et pour une matrice A (n x n) la
trace de A, notée trace (A) ou encore tr (A), est la somme de ses éléments diagonaux :

trace (A) = a1 + a2 + -+ + anp.
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Exemple 7  Soient

11 2
A:B é] et B=|5 2 8.
110 —10

Calculer la trace de A et de B.

Solution :

trace(A) =2+5=7 et trace(B)=1+2-10=-T7.

Trace d’une matrice

Si A et B sont deux matrices carrées, alors

1. si A+ B existe, trace (A + B) = trace (A) + trace (B) ;
2. pour tout scalaire k, trace (kA) = ktrace (A);
3. si AB et BA existent, trace (AB) = trace (BA).

1.3 Matrices spéciales

Nous allons définir et donner les propriétés de quelques matrices particuliéres ou
« spéciales ». Certaines de ces propriétés s’appliquent & des matrices rectangles, mais
d’autres sont spécifiques aux matrices carrées.

1.3.1 Transposée

On note AT la transposée de la matrice A. Elle est obtenue en permutant les
colonnes et les lignes de la matrice A : la 1™ ligne de A devient la 1% colonne de A7,
la 2¢ ligne de A devient la 2° colonne de AT, etc. Ainsi si

ail] a2 ai3 a1 a2

A= , alors AT = |a1s  ags
a1 a2 a23

a1z azs

Si une matrice est d’ordre (m x n), sa transposée sera une matrice (n x m). Dans
I’exemple précédent, A est une matrice (2x 3) et sa transposée est une matrice (3 x2).

On en déduit aussi que la transposée d’une transposée est la matrice d’origine :

(a) (AT)T = A.
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Exemple 8  Trouver la transposée de A, B, A+ BT, et de AB, avec

1 2
A=1| 0 1{, BE’ _; _g],
-1 1

et vérifier que (AB)T = BT AT.

10 -1 5ol
Solution : Par définition AT = et BT =|-1 2|.
2 1 1
0 2
; 12 s AN\ [4 3" o
Done (A+BT) =[] 0 1|+|-1 2| =|-1 3 —[3 3 J
-1 1 0 -2 -1 -1
On peut facilement vérifier que
s oot (10 1] [3 -1 0] [4 -1 -1
A+(B)[21 1}*[1 2 2| =3 3 —1|
et donc que (A + BT)T =AT + (BT)T = AT + B.
1 2 1oa) 5 3 —4]" 5 1 -2
0 1 9 2] = 1 2 =2 = 3 2 3.
-1 1 -2 3 =2 —4 -2 =2
3 1 5 1 -2
BTAT = |—-1 2 B (1) ﬂ: 3 2 3,
0 -2 —4 -2 =2

et on vérifie donc 'égalité (AB)T = BT AT,

Cet exemple nous montre que si la somme A + B et le produit AB de deux
matrices A et B existent, alors la transposition de matrices posséde les propriétés

suivantes :
(b) (A+B)T = AT + BT,
(c) (kA)T = kAT,
(d) (AB)T = BTAT (ABC)T = CTBT AT etc
(e) trace (AT) = trace (A).

1.3.2 Matrices symétriques

Une matrice carrée est dite symétrique si A = AT. Puisque les lignes et les
colonnes sont permutées lors de la construction de la matrice transposée, cela revient
a avoir a;; = aj; pour tous les éléments de A = [aij]. Une matrice symétrique est
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11

facile & reconnaitre puisque ses éléments sont symétriques par rapport a la dia-
gonale (celle qui joint I’élément en haut a gauche a ’élément en bas a droite). Ainsi

1 3 -2
A= 3 2 4
-2 4 -1

est une matrice symétrique (3 x 3). Les éléments qui se trouvent sur la diagonale
de la matrice sont appelés les éléments diagonaux.

Une matrice carrée A telle que A = —AT | et qui est donc opposée & sa trans-
posée, est une matrice antisymétrique. Les éléments diagonaux d’une matrice
antisymétrique sont forcément tous nuls :

0o 1 -2
A=1|-1 0 3
2 -3 0

est une matrice antisymétrique.

Enfin, il faut noter que si A est une matrice carrée, alors A + A7 est une matrice
symétrique et A — AT est une matrice antisymétrique.

1.3.3 Matrices lignes et matrices colonnes

Comme nous ’avons vu dans la section 1.1, les matrices lignes sont des matrices
qui ne possédent qu’une seul ligne et les matrices colonnes (les vecteurs) ne possédent
qu’une seule colonne. La transposée d’une matrice colonne est donc une matrice ligne,
et vice versa. De plus, si A est une matrice (m X n) et a une matrice colonne (c-a-d
un vecteur) avec n lignes, alors le produit matriciel Aa est une matrice colonne avec
m lignes.

Exemple 9 Si

1 -1 2 T 2
A= 3 1 4, r= |y, d = 1 ,
-1 2 1 z -1

trouver le systéme d’équations a 3 inconnues x,vy, z représenté par ’égalité Ax = d.

Solution : L’égalité Ax = d s’écrit

1 -1 2| |z 2
1 4| |y| = 1],

-1 2 1f |z -1
r—y+2z 2
ca-d | 3x+y+4z| = 1].
—x+2y+z -1

Ax = d représente donc le systéme d’équations linéaires
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r—y+2z =2
3x+y+4z =1
—r+2y+z =-1

Nous verrons plus tard comment résoudre les systémes d’équations linéaires a
I’aide de matrices.

1.3.4 Matrices diagonales

Une matrice carrée dont tous les éléments non-diagonaux sont nuls est ap-
pelée matrice diagonale. Donc si A = [aij] est une matrice (n x n), alors A est
diagonale si a;; = 0 pour tout ¢ # j.

@)

1 0
A=1(0 -1 0
0 3

@)

est un exemple de matrice diagonale.

Une matrice diagonale est évidemment symétrique. Si A et B sont deux matrices
diagonales du méme ordre, alors A + B est également diagonale.

1.3.5 Matrice identité

On appelle matrice identité ou matrice unité la matrice diagonale dont tous
les éléments diagonaux sont égaux & 1. On note la matrice identité I, ou I, si on a
besoin de préciser son ordre. Ainsi la matrice unité d’ordre 3 est

100
Ih=10 1 0].
00 1

On appelle cette matrice la matrice identité car son produit (s’il existe) avec une
matrice A quelconque est la matrice A :

ail a2 a3
Als = |ag1 a a3

| @31 a32 a33 ]

S O =
O = O
= o O

ail a2 a3
= |ag1 ag as| = A.

az1 asz ass|

De méme I3A = A.

Remarque : A n’a pas besoin d’étre carrée. Il faut simplement que A posseéde le
nombre approprié¢ de lignes ou de colonnes pour que le produit IA ou Al existe.
C’est seulement si A est effectivement une matrice carrée de méme ordre que I que
les produits 1A et Al existent, et dans ce cas 1a, A = Al = A.
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1.3.6 Puissances de matrices

Si A est une matrice carrée d’ordre n, alors on note A? le produit AA, on note
A3 le produit AA?, et ainsi de suite.

Si A est diagonale,

d 0 0
A=10 dy 0,
0 0 ds
alors
2 0 0 > 0 0
A2=| 0 dy® 0|, A3=1| 0 d® 0], etc
0 0 ds? 0 0 ds°

En particulier, I = I pour tout entier positif n.

Test 3

Si les matrices symétriques A et B sont :
1 2 3 2 11
A=12 -1 1|, e B=|1 -1 3|,
3 11 1 30

calculer 2A + 3B, A%, AB, et AB + BA. Quelles matrices sont symétriques ?

1.4 Matrices inverses

Si A et B sont deux matrices carrées (n x n) telles que
AB = BA = 1,

alors on dit que B est la matrice inverse de A. On dit que B est la matrice inverse,
car si une matrice B existe avec ces propriétés, alors elle est unique et entiérement
déterminée par A. On écrit B = A~1, (attention : pas B = I,/A!).

Puisque la définition est « symétrique », A est aussi la matrice inverse de B, c-
a-d A = B™!. La matrice inverse définie la notion de « division » pour les matrices,
bien que cette analogie avec les nombres ne doive pas étre poussée trop loin. C’est
une opération extrémement utile qui permet de manipuler les équations matricielles.
Considérons par exemple I’équation Az = d. Si la matrice inverse A~! existe, on peut
alors multiplier cette équation par A~! (attention & 1’ordre de cette multiplication!)
et on obtient A 1Az = A~'d © I, = A~'d & © = A~'d. La matrice inverse A~!
nous permet donc de résoudre I’équation matricielle Ax = d, c-a-d de trouver x.
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D’aprés la définition de la matrice inverse (AB = BA = I,,), il semblerait que
pour trouver B nous avons besoin de trouver une matrice qui satisfait deuxr équa-
tions : AB = I,, et BA = I,,. En fait, on peut prouver (nous ne le ferons pas ici) que
si AB = I, alors BA = I,, et inversement ; il suffit donc de trouver la matrice qui
satisfait une de ces deux équations :

Inverse d’une matrice (n x n)

Si on peut montrer qu’il existe une matrice B telle que soit AB = I, soit BA = I,
alors B est la matrice inverse de A, et elle s’écrit B = A™1.

Exemple 10  Vérifier par multiplication directe que la matrice

0 11
A=|-1 1 1|,
1 -1 1

a pour matrice inverse

1 2 =2 0
B:§ 2 -1 —1f.
0 1 1

Solution : Calculons le produit BA :

L2 2 0 Jo 11 100
BA== |2 -1 —1||-=1 1 1|=10 1 o| =14
200 1 1] 1 -1 1 00 1

Donc B = AL,

Remarque : Nous avons seulement besoin de vérifier que BA = I ou AB = I, pas les
deux; si BA =1, alors AB = I, et vice versa.

Comment trouve-t-on la matrice inverse ? Existe-t-elle toujours ?

Regardons tout d’abord le cas ou A est une matrice (2 x 2), et considérons 1'équa-
tion

Ax =d,

ou

A {an 012:|, o [361} d— {Oh]’
a1 a2 T2 do
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Nous avons donc

[an 012] [961} _ [d1:|
a1 a2 |T2 da]’

ou bien
1171 + ajpr2 =dy
2171 + agry =da

Il s’agit d’un systémes d’équations linéaires dont les inconnues sont x; et x3. On
élimine 9 en multipliant la premiére équation par ass, la deuxiéme par a9 et en les
soustrayant I'une a 'autre. On obtient alors

(a11a22 — ag1a12) T1 = azdi — aiads.
De méme, en éliminant x1, on obtient
— (a11a22 — ag1a12) T2 = az1dy — ajids.
Si aj1a90 — ag1a12 # 0, alors on en déduit que

azody — ajads —ag1dy + a1ds
, et Ty = .
a11a22 — 21012 a11a22 — 21012

8
&
|

Nous pouvons donc maintenant exprimer & sous forme matricielle :

. [961} _ 1 [ axd; — a12d2] _cd,

Z2 ajiagy — aziaiy | —a21di + airds
1 azxy —ai2
ou C = avec det A = aj1a99 — as1aq2.
det A | —ao ail

C est donc la matrice inverse de A, c-a-d

A—l 1 |: a22 —CL12:|.

- det A |—ao all

Il est utile de se souvenir de cette formule pour calculer la matrice inverse A~!

pour les matrice (2 x 2).

Régle d’inversion des matrices (2 x 2)

Si det A # 0, alors la matrice inverse A~! s’obtient en permutant les éléments a1 et
aso de la matrice A, en changeant le signe des deux autres éléments, et en divisant
la matrice ainsi formée par det A.

Nous verrons par la suite, dans le chapitre 3 sur les équations linéaires, comment
inverser des matrices d’ordre plus élevé.
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Pour l'instant, il est important de remarquer que la matrice inverse A~! ne peut
exister que si le nombre det A = aj1a20 — ao1a12 # 0. Ce nombre est appelé le dé-
terminant de la matrice A, que 'on peut aussi écrire sous la forme

det A = det |11 12 ,
az1 Q22

otll plus communément

a1l a2
G21 a2

det A =

Attention : la notation est importante! Une matrice est délimitée par des cro-
chets (ou par des parenthéses) alors qu’un déterminant est délimité par des barres
verticales. En effet, le déterminant d’une matrice est une fonction de cette matrice,
mais il s’agit d’un nombre ; un déterminant n’est pas une matrice !

Si det A = 0, alors A ne posséde pas de matrice inverse; on dit alors que A est
une matrice singuliére. Si det A # 0, alors A est inversible et on dit que c’est une
matrice réguliére.

Exemple 11  Si

13
=l

A est-elle singuliere ou réguliere 2 Si A est réguliére, trouver sa matrice inverse.

Solution : ICi, all = 1, a2 = 3, ag1 = 71, et a2 = 4. Donc

13

det A = ’1 4

’:1><4—(—1)><3:4+3:7.

Puisque det A # 0, A est réguliére, donc inversible. En utilisant la formule énoncée plus
haut, sa matrice inverse est

_ 114 -3
1—_
]

Exemple 12 5i

1 3 12
Sl ST |

trouver A=Y, B~ et (AB)™".

Solution : On commence par calculer les déterminants de A et B.
det A=4—-(-3)=7, et detB=-1-2=-3.

Aucun des deux n’est nul, donc les deux matrices sont inversibles :

14 -3 1[-1 =21 11 2
—1__ —1___ _
A7 = {1 1]’ et BT =-—3 [1 1}_3 [1 1}
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1 3|1 2 4 -1
R e | | B b
donc det (AB) = —24 — (—3) = —21 # 0, et (AB) est inversible :

ant =5 |5

On peut aussi calculer le produit B~1A~1! :

1/ 2|4 -3 1 [-6 1
—14-1 _ — _ = _ -1
BoAT =4 L 1] {1 1] 21 {3 4] = (4B)

Ce dernier résultat suggeére la propriété correcte suivante sur I'inverse du produit
de deux matrices :

Inverse du produit des matrices
(AB)"' =B1A™!
(ABC)"' =Cc-'B1A!

et ainsi de suite pour les produits d’un plus grand nombre de matrices.

Test 4

La matrice A s’écrit :

SO o © O
O O O R
_Q O O O
o O > O

ol a, b, ¢, et d sont des constantes non-nulles. Calculer A%, A3, et A*. En déduire
I'inverse de A.
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CHAPITRE 2

Déterminants

Comme nous 'avons vu dans la section 1.4, une combinaison particuliére des
éléments d’'une matrice carrée, appelée le déterminant, permet de déterminer si
cette matrice est inversible : si ce nombre est nul, la matrice est dite singuliére et
son inverse n’existe pas. Avant de voir dans le chapitre 3 comment on peut inverser
une matrice, il nous faut d’abord définir le déterminant d’une matrice ainsi que ces
propriétés. Dans ce chapitre, nous allons commencer tout d’abord par les matrices
(2 x 2), avant de passer aux matrices (3 x 3), ce qui nous permettra ensuite de
généraliser pour les ordres plus élevés.

2.1 Le déterminant d’une matrice carrée

Si on considére la matrice carrée (2 x 2)

A= [all a12:|

a1 a2

alors le déterminant de A est défini de la facon suivante :

Déterminant d’une matrice (2 x 2)

1 ai2

ai
det A = ‘A| = a2l G2 = 11092 — a210412.

Un moyen mnémotechnique pour se souvenir de cette formule est d’effectuer le
produit des éléments croisés et de soustraire les deux produits obtenus en suivant
le sens de la fléche rouge ci-dessous :

ai1_ 012

8 = 011022 — 421G12-
21~ a22

Pour une matrice (3 x 3), telle que

ail a2 a3
A= |aa ax axs]|,

azyp asz as3
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le déterminant est défini par la relation

ailp a2 ais
det A = |ag1 a2 ass
azr azz2 as3

= 011022033 — (11032023 — 012021033 + (12031023 + 013621032 — (13031022.

Cette expression est la somme de six termes, qui sont chacun le produit de trois
éléments de la matrice. De plus, chaque terme est multiplié soit par +1 soit par —1.

On remarque que chaque terme contient trois éléments provenant d’une ligne et
d’une colonne différentes, c-a-d qu’il n’y a jamais deux éléments de la méme ligne
ou de la méme colonne dans chacun des six termes. On peut facilement voir qu’il
n’y a que six possibilités pour former des termes de cette forme, car trois éléments
peuvent étre choisis dans la colonne 1, mais seulement deux éléments peuvent étre
choisis dans la colonne 2 et sur les deux lignes restantes, et enfin un seul élément de
la colonne 3 sur la derniére ligne restante.

Une fagon de trouver les six termes qui forment le déterminant est d’utiliser la
méthode de Laplace, appelée aussi méthode des cofacteurs ou encore méthode des
mineurs. En factorisant certains éléments de I'équation précédente, par ex. les élé-
ments a1, a1z et aj3 de la premiére ligne de la matrice A, le déterminant peut se
réécrire de la maniére suivante :

det A = a1 (ag2ass — aszag3) — a1z (ag1ass — agiazs) + a13 (a21a32 — asiags).

Les termes entre parenthéses sont eux-mémes des déterminants de matrices (2 x 2) :

Déterminant d’une matrice (3 x 3)

a1 a2 a3
det A = |ag1 a2 ag3| = an
a31 asz as3

a2 Q23 a1 a2

asy azz|

a1
a31

— a12

as3
+ a3
ass

a32

Pour obtenir cette expression on a effectué un développement par rapport a
la premiére ligne : le terme associé avec le premier élément de la premiére ligne,
aii, est

a2  a23

Cn =
aszy as3

)

et est appelé le cofacteur (ou encore le mineur) de aq; ; de méme les cofacteurs de
aio et a3 sont

a1 a2
azr as2

a1 a23
azyr ass

Cia = — , et Ciz=

Le cofacteur C;; de I'élément a;; est le déterminant de la sous-matrice déduite de
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A en ayant enlevé la ligne i et la colonne j, multiplié par le facteur (—1)**7. Par ex. :

a2 a13
aszy ass

Le signe des cofacteurs alterne donc avec les éléments de la matrice A suivant le
schéma suivant :

+ - +
_+_
+ - +

Les cofacteurs des éléments des deuxiéme et troisiéme lignes sont donc

a2 a3 ai;  ais ain a2
Coy = — , Co = , Coz=— ,
asy ass asi as3 as; as2
a2 a3 ai; ais ai a2
C31 = , Oz =— , O3 = .
azy ass as; a3 as  ag

Ainsi, si le déterminant de A est développé par rapport a la deuxiéme colonne,
on obtient
det A = a12C12 + a2Ca2 + a32C32

a1 ai13
a1 a23

ail as
azy ass

= —ai2 + ag9 — as32

)

a31

a21 CL23‘

et on retrouve la méme expression pour det A que précédemment :
det A = —ay2 (a21a33 — az1az3) + agz (a11a33 — az1a13) — asz (a11a23 — a21013)
= 11022033 + 12023031 + 413021432 — A31022013 — (32023011 — 433021012-
Quelque soit la ligne ou la colonne par rapport a laquelle le déterminant est déve-

loppé, on obtient toujours le méme résultat ; le déterminant d’une matrice est unique.

Ainsi, si on développe par rapport aux lignes de A

det A = a11C11 + a12C12 + a13C13
= a21C21 + a22C2 + a23Ca3
= a31031 + a32C32 + az3Css,

et si on développe par rapport aux colonnes de A

det A = a11C11 + a21C21 + a31C3;
= a12C12 + a2202 + a32C32
= a13C13 + a23C32 + a33Css.
Cette propriété est trés utile pour les matrice qui contiennent des zéros : le calcul

du déterminant est d’autant plus facile qu’on développe par rapport & la ligne ou
colonne avec le plus de zéros.
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Exemple 13
1 -1 0
A=12 3 -2f.
1 -1 1

Développer det A par rapport a la premiére ligne. Déterminer les cofacteurs Cis, Cas, Css
des éléments de la troisieme colonne. Calculer a13C13 + a23C23 + a33Css et vérifier que le
résultat est bien égal ¢ det A.

2 =2
1 1

3 -2

2 3
-1 1’_(_1)X

Solution : det A =1 x 1 -1

’+0><’ ’:(3—2)+(2+2):5.

On remarque que la présence du zéro simplifie le calcul : il n’y a que deux cofacteurs &
calculer car le troisiéme est multiplié par zéro.

Les cofacteurs sont

1 -1
1 -1

1 -1

2 3

2 3
013‘1 —1‘

:757 023‘

'0, et 033‘ ‘5

Donc a13C13 + a23C23 + azzCss = 0 x (75) —2x041x5=5=det A

Dans ce dernier calcul, det A a été développé par rapport a la troisiéme colonne, et on a
retrouvé le méme résultat que lors du développement par rapport a la premiére ligne.

Exemple 14  Evaluer

1 2 k
detA=| 2 -1 3|,
—1 4 =2

et trouver pour quelle valeur de k ce déterminant est nul.

Solution : En développant par rapport a la premiére ligne, on trouve

-1 3 2 3 2 -1
det A=1x 4 2‘—2>< 1 _o _1 4’

=(2-12) —2(—4+3) + k(8 —1) = —8 + Tk.

Doncdet A=0sik = %.

Le déterminant de matrices d’ordre plus élevé se calcule de la méme facon par
cette méthode des cofacteurs :

Déterminant d’une matrice (n x n) par la méthode des cofacteurs

Développement par rapport a la i€ ligne : det A = a;1Ci1 + ai2Cio + - - - + ainCin
Développement par rapport a la j¢ colonne : det A = a1;C1; +ag;Coj 4 - - 4 ayjCj.
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Par exemple, le déterminant d’une matrice (4 x 4) se calcule avec 4 des 16 cofac-
teurs existants, chacun de ces cofacteurs étant un déterminant (3 x 3).

Exemple 15  évaluer
0

3
det A = (2)
1

— o N

1
1
-1
2

o N O

Solution : La troisiéme colonne contient 3 zéros. En développant par rapport a celle-ci (et
en n’oubliant pas le signe du cofacteur),

1 3 1
detA=2x|1 0 2|.
21 -1

Le cofacteur est un déterminant (3 x 3) qui posséde un zéro sur sa deuxiéme ligne. Donc

3 1
1 -1

13

detA2<1>< 5 1

‘2><

D =2(4+10) = 28.

Test 5

Trouver le déterminant de A et la valeur de k£ pour laquelle det A = 0 ou

1 2 &k
A=k 2 -1
1 2 1

2.2 Propriétés des déterminants

Voici quelques propriétés des déterminants de matrices, dont beaucoup sont utiles
pour calculer les déterminants. Ces propriétés sont illustrées essentiellement avec des
matrices (3 x 3) mais elles sont généralisables aux matrices d’ordre plus élevé.

2.2.1 Transposée

det AT = det A, oit AT est la matrice transposée de A (voir section 1.3).

Cette propriété se vérifie facilement avec un exemple. Si

ail a2 a3
A= |aa ax axs]|,

az1 asz as3



24

2 Déterminants

alors
ai; a1 a3l
T
A" = a2 axn az|,
a1z a3 as3
et

det AT = all(a22a33 - CL236L32) - a21(a12a33 - a13a32) + asi (a12a23 - a13a22),

c-a-d det A.

Exemple 16  Evaluer

1 28 —29
detA=1{0 1 -4l
0 -2 5

puis det AT

Solution : Il est plus avantageux de développer det A par rapport a la premiére colonne car
elle contient deux zéros :

1 —4

det A=1x _9 5

‘:5—8:—&

De méme, il est plus avantageux de développer det AT par rapport & la premiére ligne :

. 1 0 0 L
det AT=| 28 1 —2/=1x| , ~.[=5-8=-3.
29 —4 5

2.2.2 Multiplication par un scalaire

Si tous les éléments d’une ligne ou d’une colonne d’une matrice A sont multipliés
par un scalaire k, alors le déterminant de cette nouvelle matrice est égal a kdet A.
Attention : ne pas confondre cette propriété avec celle, différente, du produit d’une
matrice par un scalaire!

Ce résultat est évident si on se rappelle que les termes intervenant dans le calcul
du déterminant d’une matrice contiennent chacun juste un élément de chaque ligne
et chaque colonne de la matrice. On peut aussi le vérifier aisément avec une matrice
A (3 x 3) dont on a multiplié¢ les éléments d’une ligne (la deuxiéme, par ex.) par le
scalaire k pour former la matrice B :

ain a2 a3 ain a2 a3
A= |aa ax axl|, B = |kag1 kazx kags

aszyr as2 ass asi as2 ass
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Alors

a1 ajp  as
det B = |kag1 kasa kass| = ar1kagzaszs + a12kaszasy + a1zkaziaszs — agikazears
a3l a32 az3
— agzkagzary — azzkasialn

ail a2 a3
=k |ag1 a2 a3

az1 asz as3
= kdet A.

Remarque : si k = 0, alors det B = 0; le déterminant d’une matrice dont tous les
éléments d’une ligne ou d’une colonne sont nuls (ici la deuxiéme ligne de B) est égal
a zéro.

Inversement, un facteur commun aux éléments d’une ligne ou d’une colonne peut
étre factorisé comme multiplicateur du déterminant.

Exemple 17  évaluer

-1 99 1
detA=| 2 33 -2|.
3 55 1

Solution : Les éléments de la deuxiéme colonne sont tous des multiples de 11. Ce facteur peut
donc étre « retiré » de cette colonne et mis en facteur du déterminant avant de le développer :

-1 9 1
detA=11] 2 3 =2|=11 —1><3 *2—2><9 1+3><9 L
35 1 5 1 5 1 3 -2

= 11(—13 -8 —63) = —924.

2.2.3 Echange de ligne et de colonne

Si la matrice B est obtenue en permutant deux lignes (ou colonnes) de la matrice

A, alors det B = —det A.

Supposons par ex. que la premiére et la troisiéme colonnes de la matrice A soient
permutées pour former la matrice B :

ai; a2 ais a3 a2 ai
A= |az a2 as|, B = |ax3 a2 a
asi agy ass ass asy asi

Alors

det B = ais (a22a31 - a32a21) — 423 (a12a31 - a32a11) + ass (a12a21 - a22a11)

= (13G22031 — (13032021 — 023012031 1 0230432011 + 433612021 — G33022011-
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Il s’agit des mémes termes que ceux présents dans ’expression du déterminant de A
mais de signe opposé, donc

det B = —det A.

Ce résultat reste vrai quelque soit la paire de lignes ou de colonnes qui est per-
mutée, et quelque soit 'ordre de la matrice.

2.2.4 Lignes (ou colonnes) linéairement dépendantes ou indépen-
dantes

Les expressions linéairement dépendant ou linéairement indépendant sont
importantes pour décrire les relations entre les lignes ou les colonnes d’une matrice,
d’un déterminant, ou entre vecteurs.

Pour les illustrer, nous allons partir d’une matrice (3 x 3), et nous allons no-
ter les lignes de cette matrice 11, lo et I3, chaque ligne ayant trois éléments : l; =
(a1,b1,c1),la = (ag,be,c2), etc. De méme, nous allons noter les colonnes de cette
matrice ¢1, c2 et cg, de telle maniére que ¢; = (a1,a2,a3),ca = (by,be,bs), etc.
Si une constante, notée « par ex., multiplie une ligne, I; par ex., alors cela donnera
une nouvelle ligne aly = (aaq, aby, acy). La raison pour ces notations est la suivante :

Dépendance linéaire

Les lignes 17, I3 et I3 sont linéairement dépendantes si il existe des constantes
a, 3,7 qui ne sont pas toutes égales a zéro et telles que aly + Bla +ylz = [0 0 O].
Si ce n’est pas le cas, alors Iy, Il et I3 sont linéairement indépendantes.

Cette définition s’applique aussi aux colonnes ¢y, c2 et cs.

Exemple 18  Déterminer si les lignes et colonnes des matrices

2 4 0 -1 9 1
A=| 1 -2 0| e B=|2 3 —2f,
3 5 1 3 4 1

sont linéatrement dépendantes ou indépendantes.

Solution : Les éléments de la premiére ligne de A sont tous le double des éléments de la
deuxiéme ligne avec un signe opposé. Donc, si on fait la somme de la premiére ligne, de la
deuxiéme ligne multipliée par 2, et de la troisiéme ligne multipliée par zéro, on obtient

Li+2l2+0l3=1[0 0 0]

Les lignes de A sont donc linéairement dépendantes. La constante qui multiplie I3 est nulle,
mais les deux autres ne le sont pas.

Par contre, il n’est pas possibles de trouver trois constantes «, 3,7 qui ne soient pas
toutes nulles et telles que acy + Bea +yeg = [0 0 O]. Les colonnes de A sont donc linéai-
rement indépendantes.



2.2 Propriétés des déterminants

27

De méme, les lignes et les colonnes de B sont linéairement indépendantes.

Remarque : les lignes d’une matrice peuvent trés bien étre linéairement dépendantes sans

que ses colonne le soient aussi (et inversement), comme c’est le cas ici pour la matrice A.

Cette définition peut étre étendue a n’importe quelle dimension n ou ordre (n xn)
de matrice, déterminant ou vecteur. A trois dimensions, pour prouver la dépendance
linéaire de trois lignes (ou colonnes), il suffit de montrer qu'une de ces lignes (ou
colonnes) peut étre exprimée comme la somme de multiples des deux autres. Dans
I’exemple précédent, les lignes de la matrice A sont linéairement dépendantes car
l; = —2l3 4 0l3. 1l peut y avoir plusieurs relations de ce type si la dimension est plus
élevée (n > 3). Quoi qu’il en soit, si certaines lignes (ou colonnes) sont linéairement
dépendantes, alors l'ensemble des n lignes (ou colonnes) de la matrice est linéaire-
ment dépendant.

Remarque : tout cela s’applique & n’importe qu’elle collection de vecteurs & n di-
mensions. Par exemple, si trois vecteurs a trois dimensions sont coplanaires, alors cela
veut dire qu’on peut en exprimer un en fonction des deux autres : ces vecteurs sont
linéairement dépendants. Inversement, si trois vecteurs sont linéairement dépendants,
alors ils sont coplanaires.

2.2.5 Déterminant nul

Si les lignes ou les colonnes de la matrice A sont linéairement dépendantes, alors
det A = 0.

Par ex., si deux lignes de A sont identiques, alors les lignes de A sont linéairement
dépendantes (1'une des ces lignes peut étre exprimée comme la somme de 1'autre et de
toutes les autres lignes multipliées par zéro). De plus, si on permute ces deux lignes,
alors le déterminant de la matrice change de signe (voir section 2.2.3), mais la matrice
A reste inchangée puisque ces deux lignes sont identiques. Donc det A = —det A. Ce
qui n’est possible que si det A = 0.

Un autre exemple, est celui ot une colonne de A serait égale & une autre co-
lonne multipliée par un facteur k # 0. Les colonnes de A sont alors linéairement
dépendantes. On peut mettre k£ en facteur et obtenir det A = kdet B, o B est la
matrice obtenue avec la colonne simplifiée (voir section 2.2.2). Mais cette matrice B
posséde maintenant deux colonnes identiques. Son déterminant est dont nul, et donc
det A = 0.

2.2.6 Transformations élémentaire de ligne ou de colonne

Si la matrice B est construite & partir de la matrice A en ajoutant k fois une
ligne (ou une colonne) & une autre, alors det B = det A : autrement dit, on peut
répéter cette manipulation autant de fois que I'on veut, cela ne modifiera en rien le
déterminant de A.
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Pour illustrer cette propriété, nous allons utiliser la matrice

aip a2 ais
A= a1 azz a3\,

azyp asz2 as3

et la matrice B obtenue & partir de A en ajoutant k fois la premiére ligne de A a sa
troisiéme ligne :

a11 a12 a3
B = as1 a9 as3
as1 + ka1 ass + kais  ass + kajs

Alors

ail a2
a21 Q22

ailp ais

a a
2 s + (as3 + kais)
a1 a23

det B = ((Z31 + kﬁan) oo 5 - (a32 + k‘a12)

(développement par rapport a la troisiéme ligne)

= (a31 + ka11) C31 + (az2 + ka12) Csz + (asz + ka3) Css

= a31C31 + a32C32 + a33C33 + k (a11C31 + a12C32 + a13C33)
aiy a2 a13

=det A+ klasy ao9 ao3
ail a2 @13

=det A,

puisque le second déterminant posséde deux lignes identiques (I3 et l3) et qu'il est
donc nul.

Remarque : a11C314+a12C32+a13C33 = 0 car lorsqu’elle est écrite sous cette forme
générale, la somme des produits des éléments d’une ligne (ou colonne) d’une
matrice et des cofacteurs d’une autre ligne (ou colonne) est zéro.

Cette propriété est particuliérement utile pour simplifier les éléments d’un déter-
minant avant de le développer pour le calculer.

Exemple 19  Evaluer

2 99 -99
A=1999 1000 1001].
1000 1001 998

Solution : Généralement, on utilise les propriétés précédentes (en particulier la derniére) pour
introduire des zéros dans le déterminant ou pour réduire autant que possible la taille de ses
éléments. Il est important d’écrire la liste des opérations dans ’ordre afin que la séquence soit
intelligible. Pour cela nous allons identifier les anciennes lignes par l1,l2, ... et les anciennes
colonnes par c1, €2, . .., et les nouvelles lignes et colonnes par 15,15,... et ¢}, ch, ...

Il y a plusieurs fagon de calculer A. Une premiére étape pourrait étre d’ajouter la troi-
siéme colonne (c3) & la seconde (c2) pour introduire un zéro en haut de la deuxiéme colonne
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(c2). Cette opération sera représentée par c’2 = cg + c3, et nous la reporterons a droite du
nouveau déterminant ainsi formé :

2 99 -99
A=1999 1000 1001
1000 1001 998

2 0 —99
=1 999 2001 1001| (c} = cz+cs)
1000 1999 998

Une deuxiéme opération pourrait étre de soustraire la troisiéme ligne (I3) a la deuxiéme (I2).
Ainsi une décision est prise & chaque étape afin de simplifier A au maximum avant de le
développer :

2 99 -99
A=1999 1000 1001
1000 1001 998

2 0 —99
=1 999 2001 1001 (c} =cz+cs)
1000 1999 998

2 0 —99
=] -1 2 3] (1, =1ly—Ig)
1000 1999 998

S MU
- ’ 1
0.5 1999 —1.5 €3 = €3 — 3C2

2 0 —-93
=|-2 2 —4 (c5=c3+3c1)
0.5 1999 0

=2 x (1999 x 4) — 93(—2 x 1999 — 1) = 387 899.

Remarque : le changement ¢/, = co + kcg n’affecte pas la valeur du déterminant.
Par contre, le changement cf, = kca + ¢ changera la valeur du déterminant d’un
facteur k (voir section 2.2.2).

2.2.7 Produit de déterminants

Si A et B sont deux matrices de méme ordre, alors det (AB) = det A det B (cette
propriété ne sera pas prouvée ici).

Si A est une matrice réguliére et qu’on pose B = A™!, alors il s’en suit que

det A det (A1) = det (AA™Y) =det I = 1.

D'ou :
1

1y _
det (A7) = oA det A det (A"
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Résumé des propriétés des déterminants

Si A= [aij], alors

1. det AT =det A:

2. si B est obtenue en multipliant les éléments d’une ligne ou d’une colonne de

A par k, alors det B = kdet A ;

3. si B est obtenue en permutant deux lignes ou deux colonnes de A, alors
det B = —det A;

4. si p est un vecteur représentant une ligne ou une colonne de A, et C est le
vecteur des cofacteurs correspondants, alors det A = p C;

5. si des lignes ou colonnes de A sont linéairement dépendantes, alors det A = 0;

6. si B est construite en ajoutant k fois une ligne (ou une colonne) de A a une
autre, alors det B = det A4 ;

7. det (AB) = det A det B.

Test 6

Le déterminant

T a a a
a T a a
D, =
a a a x

posséde n lignes. Factoriser D,, en fonction de x.
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Systémes d’équations linéaires et matrices

Les équations dites linéaires sont un outil extrémement utile (certains diraient
essentiel) pour modéliser et résoudre des problémes issus de divers domaines : en
sciences physiques ou mécaniques, en sciences du vivant, en chimie, en économie, en
sciences de 'ingénieur, et bien siir en sciences de la Terre. En fait, la physique abonde
de relations linéaires : les lois fondamentales du mouvement (y compris la déformation
des roches) sont presque toutes linéaires, ou se déduisent de lois linéaires.

3.1 Introduction aux systémes d’équations linéaires

Une équation linéaire est une équation de la forme
ax + by = c,

ou a, b et ¢ sont des constantes, et oll x et y sont deux variables, qui a prior:
peuvent prendre n’importe quelle valeur. Une équation linéaire comme celle-la, a
deux inconnues, est ’équation d’une droite. Une équation linéaire avec trois incon-
nues, r — 2y + bz = —H par ex., représente un plan.

Vous avez certainement déja rencontré la situation ou il faut résoudre simultané-
ment deux équations linéaires a deux inconnues, comme dans ’exemple suivant :

20 +3y=—-1, et z—2y=3.

On notera généralement ces deux équations sous la forme

2 +3y =-1
z—2y =3
et on appellera ce systéme un systéme de deux équations linéaires a deux in-
connues. Résoudre ce systéme revient & déterminer les inconnues x et y qui vérifient
simultanément les deux équations. Pour cela, il suffit d’éliminer une inconnue pour
trouver 'autre, ce qui permet ensuite d’en déduire la premiére. Dans cet exemple,
pour éliminer y, il suffit de multiplier la premiére équation par 2, de multiplier la
seconde par 3 et de les additionner. Les termes en y s’annulent pour ne laisser que
Tx = 7, soit x = 1. En substituant cette valeur de x dans I'une des deux équations
de départ, la premiére par ex., on obtient 2 4+ 3y = —1, soit y = —1. La solution a ce
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systéme d’équations linéaires est donc le point de coordonnées (1, —1) qui appartient
aux deux droites d’équations 2z +3y = —let x — 2y =3 :

On pourrait s’attendre & ce que cette méthode donne toujours une solution
unique, bien définie, pour x et y quelque soit la paire d’équations de départ. Mais
en fait plusieurs « bizarreries » ou cas particuliers peuvent se produire.

Par ex., supposons que nous ayons le systéme d’équations linéaires suivant :

z+y =2

20 +2y =1
Ces deux équations sont contradictoires ou incompatibles : il n’y a pas de solution
car on ne peut pas avoir a la fois x +y =2 et 2(z +y) = 1.

Si les deux équations sont en fait semblables, c-a-d identiques & un facteur mul-
tiplicatif prés, par ex.

z+y =2
204+2y =4
alors elles se réduisent & une seule équation pour les deuz inconnues x et y; les deux

équations sont redondantes car la seconde est le double de la premiére. Il y a donc
une infinité de solutions : x = ¢, y = 2 — ¢, quelque soit c.

Remarque : Si les nombres a droite des équations sont tous zéro, par ex.

2z+3y =0

z—2y =0
alors un tel systéme d’équations est toujours compatible car il admettra toujours
au moins une solution : la solution x = 0, y = 0, appelée solution triviale. Mais ce
ne sera pas toujours la seule solution. Si les équations sont semblables, comme par
ex. £ +y = 0 et 2¢ + 2y = 0, alors elles ne correspondent en fait qu’a une seule et
méme équation, elles sont redondantes, et il y a une infinité de solutions (ici z = ¢
et y = —c¢, pour tout ¢). Si au contraire les équations ne sont pas semblables, comme
par ex. 2x + 3y = 0 et x — 2y = 0, alors elles admettent comme solution unique la
solution triviale z = 0, y = 0.
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En pratique, il est trés commun d’avoir a résoudre un systéme de plusieurs équa-
tions linéaires (trois, quatre, voire beaucoup plus) a plusieurs inconnues. Bien évi-
demment, la méthode par élimination présentée précédemment devient d’autant plus
ardue que le nombre d’équations et d’inconnues augmente. De plus, le nombre de cas
particulier augmente lui aussi. Une propriété particuliére, celle de la compatibilité
par ex., ne peut plus étre vérifiée d’un simple coup d’ceil. C’est 14 que les matrices
deviennent trées utiles.

3.2 Elimination Gaussienne

Considérons le systéme échelonné suivant :

T+yt+z =2

—Ty—z =5

2z =4
On remarque que la derniére équation permet aisément d’obtenir z = 2. En reportant
cette valeur dans la deuxiéme équation, nous obtenons y = —1, et enfin en repor-
tant les valeurs de y et z dans la premiére équation nous obtenons la solution du
systéme : x = 1, y = —1, 2z = 2. Autrement dit, si on parvient & disposer un systéme

d’équations linéaires sous forme échelonnée, il suffira de remonter depuis la solution
de la derniére équation pour résoudre successivement ’ensemble du systéme. C’est le
principe de la méthode du pivot de Gauss.

La méthode du pivot de Gauss est basée sur les opérations élémentaires suivantes :

Opérations élémentaires sur un sytéme d’équations linéaires

Les solutions d’un systéme d’équations linéaires ne changent pas si
1. une équation est multipliée par un scalaire non nul ;
2. deux équations sont permutées ;

3. on ajoute a une équation une combinaison linéaire des autres équations,
c-a-d des multiples des autres équations.

Regardons comment ces opérations élémentaires sont utilisées avec le systéme
d’équations suivant :

r1+ 20 +23 =1
—2x1 +3r9 —x3 = —7
r1 +4x0 — 223 = —7

Etape 1. Eliminons z; des lignes 2 et 3 :

1+ 22 +23 =1
Txg +x3 = —5 (l’2 =15+ 2l1)
21‘2 — 31‘3 = -8 (lé = l3 - ll)
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Les opérations effectuées sur les lignes ont été reportées a droite du systéme en
utilisant la méme notation que pour les transformations effectuées sur les lignes et
colonnes des déterminants (voir section 2.2.6).

Etape 2. Nous éliminons maintenant x5 en utilisant la ligne 2 multipliée par % :

1+ 222 +23 =1

Txo+x3 = —9H
—Byy =L (=13 2l,)

Etape 3. Nous réduisons 5 et 3 dans les nouvelles lignes 2 et 3 :

1 +2x2+23 =1
To+sw3 = —3 (14 = 3l2)

TGy =-2x9—23+1=2-2+1=
n = bn-f=-3-§=-1
r3 = 2
La solution du systéme d’équations est donc 1 =1, z9 = —1, et z3 = 2.

Nous venons d’utiliser la méthode de I’élimination Gaussienne, mais nous n’avons
pas besoin d’écrire les équations a chaque étape. En fait toutes les informations dont
nous avons besoin peuvent étre écrites sous la forme d’une matrice (3 x 4)

12 1 1
—2 3 -1 -7|,
1 4 -2 -7

dont les éléments des trois premiéres colonnes sont les coefficients des équations du
systéme et les éléments de la quatriéme colonne sont les constantes & droite de ces
équations. Cette matrice est appelée la matrice augmentée, et au lieu d’effectuer
les opérations élémentaires sur les équations du sytéme, on peut les effectuer sur
les lignes de cette matrice augmentée. Cette notation matricielle a 'avantage d’étre
beaucoup plus compacte et rapide. Pour s’en rendre compte, il suffit de répéter les
quatre étapes précédentes avec cette nouvelle notation :

1 2 1 1 1 2 1 1
-2 3 -1 -7 — 0 7 1 -5 l,2 =1y +2l4
14 —2 -7 0 2 -3 s =151

—_
(\]
—_
—_

00 -2 L (lh=I3—2)
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1
3
7
2

S O =
S =N
e =

1= 4
U=—Lly |

La fleche — signifie « devient » ou « est transformée en ». A la fin, nous obtenons
une matrice qui posséde des zéros sous sa diagonale en partant de I’élément supé-
rieur gauche et dont le premier élément non nul de toutes ses lignes (elles-mémes
non nulles) vaut 1. Cet élément est appelé le 1 directeur, et on appelle une matrice
avec cette forme une matrice échelonnée. Cette matrice échelonnée nous permet
maintenant de résoudre successivement les équations du systéme en commencant par
la derniére.

Les nombres en gras et soulignés dans les matrices sont les pivots de la méthode
de Gauss. Les pivots sont utilisés pour éliminer les éléments des lignes qui se trouvent
en dessous et dans la méme colonne. Le premier pivot est le premier élément non nul
de la premiére ligne, ici 1. Grace a ce pivot, on voit qu’il faut ajouter 2 fois la premiére
ligne & la deuxiéme pour en faire disparaitre le premier élément, et qu’il faut sous-
traire la premiére ligne de la troisiéme pour en faire disparaitre le premier élément.
Une fois ces opérations effectuées, on détermine le second pivot : c’est le premier
élément non nul de la seconde ligne, ici 7. On s’en sert pour éliminer le deuxiéme
élément des lignes en dessous, puis on détermine le troisiéme pivot, et ainsi de suite
jusqu’a ce que la matrice augmentée soit échelonnée. S’il se trouve qu'un pivot est
égal zéro, alors cette ligne est permutée avec la premiére ligne en dessous qui a un
élément non nul dans cette colonne : cet élément sera alors le pivot. S’il n’y a pas
d’éléments non nuls en dessous et dans la méme colonne, alors on passe a la colonne
suivante pour trouver le pivot.

Plutét que de résoudre les équations, I'une aprés 'autre, une fois que la matrice
augmentée est échelonnée, nous pouvons poursuivre les opérations sur les lignes de
la matrice augmentée pour faire apparaitre des zéros au-dessus des pivots et trouver
directement la solution du systéme d’équations :

121 1 (1 2 0 —1] <l’1:l1—l3 >
011 -3 - 010 -1 ly=1—1l3
001 2 0 0 1 2]
100 1] (U=UL-2),
— 10 -1
00 1 2

ou les pivots ont été & nouveau soulignés et mis en gras. Cette matrice finale est
appelée matrice échelonnée réduite : c’est non seulement une matrice échelon-
née mais en plus toutes les colonnes contenant un 1 directeur ont des zéros partout
ailleurs ; cette matrice est diagonale. La matrice échelonnée réduite nous permet de
lire directement la solution du systéme d’équations : z1 = 1, xo = —1, et 3 = 2.

Exemple 20  En utilisant la méthode du pivot de Gauss, résoudre le systéme d’équations
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linéaires suwivant :

1 + x2 + 223 =4
201+ 220 + 23 — x4 = —1
To + T3 + T4 =6
To — T3 + 224 =5

Solution : On établit tout d’abord la matrice augmentée correspondante et on utilise 1’élimi-
nation Gaussienne pour l’échelonner :

11 2 0 4 11 2 o0 4
2 2 1 -1 -1 00 —3 -1 =9 (l=1l-2l)
01 1 1 6 01 1 1 6
01 -1 2 5 o1 -1 2 5]
11 2 0 A4
Lo 11 6 (lels)
00 -3 -1 —9
01 -1 2 5
11 2 0 4]
O (I S S
00 =3 -1 -9
00 -2 1 -1 (l=la—1)
11 2 0 4]
O (A S S
00 =3 -1 -9
00 o0 3 5| (l=ls—2%3)
11 2 0 4]
L0111 6
00 =3 -1 -9
00 0 1 3] (l=3%L)

Remarque : lors de la deuxiéme étape, les lignes 2 et 3 ont été permutées (la < l3) car
le pivot sur la deuxiéme ligne était nul. On peut maintenant résoudre successivement les
équations du systéme en commencant par la derniére, ou poursuivre la méthode du pivot de
Gauss pour obtenir la matrice échelonnée réduite :

11 2 0 4 1 1 2 0 4]
01116%01 1 0 3 U,=1s—14
0 0 -3 -1 -9 00 -3 0 —6 =13+l

00 0 1 3 00 01 3
1 1 0 0 0] ('1l1+3l3
Ol 0 0 1 l§:l2+§l3

“ lo o =3 0 —6

00 0 1 3
1 00 0 -1 V=11

_)01001
0010 2 ly=—1ls

0001 3

et la solution est
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Si on obtient une ligne pleine de zéros excepté son dernier élément le plus a
droite, alors il n’y a pas de solution car cela reviendrait a avoir une équation ou une
constante non nulle (I’élément le plus a droite de cette ligne) serait égale a zéro, ce
qui est impossible. Le systéme n’admet donc aucune solution.

Si on obtient une ligne (ou plusieurs) pleine de zéros, cela signifie qu’on se trouve
dans le cas ou le systéme d’équations linéaires posséde un nombre d’inconnues plus
grand que le nombre d’équations. Le systéme admet alors une infinité de solutions
car une des variables (ou plusieurs) peut prendre une infinité de valeurs.

Exemple 21  Résoudre le systéeme d’équations linéaires suivant :
r+ 2y — 2z =2
2c+4y—32z =5
5 + 10y — 8z =12

Solution :
1 2 -2 2 1 2 —2 2]
2 4 -3 5 — 0 O 1 1 l’2:l2—2l1
5 10 -8 12 00 2 2] U, =135l
[1 2 —2 2]
— 0 0 1 1
0 0 0 0] (l=I3-2l)
1 2 0 4 (U=li+2s)
— 0 0 1 1
0 0 0 0

On obtient donc la solution z = 1 et © + 2y = 4 ou bien encore x = 4 — 2y. Il y a donc
une infinité de solutions : si z est bien définie de fagon unique, les variables x et y peuvent
prendre n’importe quelles valeurs & condition qu’elles vérifient 1’égalité que = + 2y = 4.

Test 7

Résoudre le systéme

T, + 229 — T3 =1

Il
|
w

2I1 — T2+ 3563

—x1+ry—z3 =-1
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3.3 Inversion de matrices

Nous avons vu dans la section 1.4 que si nous avons la relation matricielle AX =
B, o A et B sont deux matrices connues mais ou la matrice X est inconnue, alors
la matrice inverse A~! (si elle existe bien stir, c-a-d si det A # 0) nous permet de
trouver la matrice X : on a alors X = A~ B.

Nous avons vu également (voir sections 1.3.3 et 3.2) qu’une équation matricielle
peut étre représentée a 1’aide d’un systéme d’équations linéaire et qu’inversement un
systéme d’équations linéaires peut étre représenté (et résolu) a l'aide de matrices.
Par ex., si nous avons les matrices

1 1 1 x a
A= 12 1 -1, X=|y|, B=|b|,
1 -1 3 z c
alors
1 1 1 T a r+y+z =a
AX=B & |2 1 1| |yl =1b| & (224+y—2 =0b
1 -1 3 z c

r—y+3z =c

L’équation matricielle AX = B correspond donc a un systéme d’équations linéaires
dans lequel les variables a, b et ¢ sont exprimées en fonction de z, y et z.

Inverser A revient & inverser le systéme d’équations linéaires, c-a-d a exprimer les
variables x, y et z en fonction de a, b et ¢ :

r+yt+z =a r+y+z =a
2r+y—2 =b & (—y—32z =-2a+0b (15 =12 —21y)
r—y+32 =c¢ —2y+2z =-—-a+c (U =1l3—-1)

r+y+z =a
—y—3z =-2a+0b
8z =3a—2b+c (15 =13 —2l3)

z =3/8a—1/4b+1/8¢ (I = $l3)

r+y =5/8a+1/4b—1/8¢c =l —13)
& (Y = —T7/8a +1/4b+ 3/8¢ (15, =12+ 3l3)

2 =3/8a —1/4b+ 1/8c¢

r =-1/4a+1/2b+ 1/4c (L =lk+12)
& qy =T7/8a—1/4b—3/8c (15, = —12)

r+y+z =a
&S —y—3z2 =-2a+Db

z =3/8a—1/4b+1/8c
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qui peut se réécrire

1 1 1

x -y 3 1| |@
_ r _1 _3
YP=1 8 1 78
3 1 1

z 8 —1 8] L

c-a-d X = A7 B, avec
_1 1 1
I 2 1
-1 _ r _1 _3
A - 8 4 8|

3 _1 1
8 4 8

Inverser une matrice revient donc simplement & résoudre un systéme d’équations li-
néaires.

On peut donc utiliser la méthode du pivot de Gauss pour inverser rapidement les
matrices. La méthode sera la méme que pour la résolution de systémes d’équations
linéaires, mais nous partirons d’une matrice augmentée un peu différente. Pour in-
verser la matrice A, la matrice augmentée est construite en mettant cote a cote les
matrices A et I, souvent séparées par un trait vertical par soucis de clarté. Pour
inverser A, il suffit d’appliquer la méthode du pivot de Gauss & cette matrice augmen-
tée jusqu’a ce qu’on obtienne la matrice échelonnée réduite : la matrice A aura alors
été transformée en la matrice identité I,, et la matrice I,, aura été transformée en A~ 1.

Si nous reprenons la matrice A précédente, la matrice augmentée est

1 1 110 0
2 1 -1/0 1 0 |,
1 -1 3|0 0 1

et en utilisant I’élimination Gaussienne on obtient

1 1 1100 I 1 1| 1.0 0] I — 1. _ 9]
2 1 -1|/0 10| — -1 =3|-2 10 <17:12—11>
1 -1 3|00 1 (0 -2 2|-1 0 1 | LA
1 11| 1 0 0]
— |0 13| 2 -1 0| (l=-1l)
[0 -2 2|-1 0 1|
[1 1 1|1 00
— 132 -10 (ly=13+2l3 )
| 0 0 8 -2 1
(1 1 1|1 0 0
— 312 -1 0 (1h=1l3)
3 1 1
[0 0 15 —5 g
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B 5 1 1
R LA =11
- (010 -1 -3 1 =13
- 2 zll ? (llzzlz—?)lg
|00 1§ -3 3§
B 1 1 1
100]-3 3 1
- |0 10| F -3 -3| (Uh=L-1)
3 1 1
00 1] § -1 %

Nous retrouvons la matrice indentité I,, & gauche du trait vertical et la matrice
inverse de A & sa droite :

= = N

0l OI~T |
0l—= 00l =

Remarque : Il est important de vérifier que 1'on a bien 1'égalité AA™! = I,,. Cela
est vrai quelque soit la méthode choisie pour calculer A~! (élimination Gaussienne
ou inversion du sytéme d’équations linéaires). C’est la seule fagon de s’assurer que la
matrice calculée est bien la matrice inverse. Si ce n’est pas le cas, il faudra recom-
mencer le calcul...

En résumé :

Inversion de matrices

Pour inverser une matrice A, il faut tout d’abord vérifier que son inverse A~! existe
bien en calculant son déterminant : A~! existe si et seulement si ‘A| # 0. Pour
inverser A, il suffit alors de construire la matrice augmentée [A|I,,] et de lui appliquer
les opérations élémentaires mettant A sous forme échelonnée réduite, puis de vérifier
par la suite que I'on a bien AA™! = I,,.

Exemple 22  Inverser la matrice

01 0 2
1010
A_0101'
10 2 0

Solution : Il faut avant tout vérifier que l'inverse de A existe bien. On calcule donc son dé-

terminant :
01 0 2
102 [0o1 2
]A]:1010:—101—011:212—12:12:—17&0.
0101 020 1100 IO I R T |
1020
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A~1 existe donc bien.

On établit la matrice augmentée correspondante et on utilise I’élimination Gaussienne

pour mettre A sous forme échelonnée réduite :

—
—~ —~ .IM»‘ —~
~! = N &
—
— , , = | |
o~ <
~ ~ iy ~ | & '
0 I I 0 [ [ [
- << <M o <t N -
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
= = = = = = =
| E—— |
— O — O
o o o — O 1 oo—o |
co - o
1 oo o - o~ o oo —~ oN o~ oN o~
oo o - cocoo -~ | |
oo~ o oo —~ o~ o I
oo — o | | —_ o~ O N — O
== —_ O —H O | |
— o oo | —— O = ,
| | o~ O o —H O
o— oo o~ oo o — O — , ,
N — O N O
o™~ o oN - o | | oNO M o000 co o -
— O O ™ —\ O O o o o~ O = e — O O oo —~H O
o — O O - O — o o - o o oo o oo o o— oo
o O~ — o oo oo o oo o — o oo — o oo — o oo
L 1 L L ]
| — |
coc o~
co - o
o—- oo
— o oo
N~ O
o~ o
—_ o - O
o — o
e —

Ce qui nous donne

— O — O

SN O

N O~ O

SO — O -

142

11 ne reste plus qu’a vérifier que 1'on a bien AA™!
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Test 8

Vérifier que cette matrice est inversible et calculer son inverse :

1 2 -1 0

0 -1 3 2
-1 1 -1 0|

1 -4 2 -1

A=

Vérifier que AA™ = A71A = I,.

3.4 Systémes d’équations linéaires compatibles et incom-
patibles

Tous les systémes d’équations linéaires n’ont pas forcément de solution. Par ex.,
le systéme d’équations

z+y =1

r+y =2
n’a clairement pas de solutions : ces équations sont incompatibles. Par contre le sys-
téme d’équations

r+2y =1
20 +4y =2
a une infinité de solutions : x = 1 — 2y, quelque soit la valeur de y.

Déterminer si un systéme de deux équations linéaires a deux inconnues a une
solution unique ou pas ce fait quasiment & l’ceil nu. Pour les systémes d’un plus
grand nombre d’équations & plus d’inconnues, cela est moins évident mais 1’élimina-
tion Gaussienne est 14 pour nous aider.

Considérons le systéme suivant :

r+y—=z =3
3r—y+3z =95
r—y+2z =2

Nous pouvons déterminer si ce systéme a des solutions en utilisant la méthode de
Gauss :

3 1 1 -1 3 ,
3 -1 35 = [0 -4 6 —4 <§,2:§2:?l1>
2 2 0 -2 3 -1 LA
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— |0 -4 6 —4| (=13-3l)
0 0 0 1

La troisiéme ligne correspond & 1’équation Ox + Oy + 0z = 1, ce qui est clairement
impossible. Ce systéme d’équations linéaires n’a donc pas de solution.

Prenons un autre exemple :

rT+y—=z =1
3r—y+3z =95
rT—y+2z =2

L’élimination Gaussienne donne

1 1 -1 1 1 1 -1 1 ,
3 -1 35 = [0 -4 6 2 (;g:?:?h)
1 -1 2 2 0 -2 3 1] s~
11 -1 1]
= [0 =4 6 2| (l=Il3—3l)
0 0 0 0f

La troisiéme ligne est ici cohérente (0x + Oy + 0z = 0). En poursuivant ’élimination
Gaussienne, on obtient

11 -1 1

501 S (=)
0 0 0
(10 1 3

— |01 =3 -1 (=lL-1)
00 0 0]

13
x+§z =3

3 1
VyT3% =73
0 =0

que 'on peut réécrire

31

T =557

1 3

Y _—§+§Z
z =z

ou la derniére équation traduit le fait que nous n’avons aucune indication ou restric-
tion sur la valeur que z peut prendre.
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Ce systéme d’équations linéaires peut aussi s’écrire sous la forme matricielle

3 1
— 1 3
yl = |—3t 37|,
z z

quelque soit la valeur de z. On voit donc que ce systéme d’équations linéaires admet
une infinité de solutions puisque z peut prendre une infinité de valeurs.

Ces solutions peuvent s’écrire comme la combinaison linéaire de deux solutions
indépendantes :

3_ 1 3 _ 1 3 _1

x 2~ 27 2 2% 2 2
_ 1,3 _ 1 3. _ 1 3
Yl = | "z t2F| = |73 T 2F| T |7z TA] 3
z z 0 z 0 1

avec une infinité de combinaisons linéaires possibles, une pour chaque valeur de z :
I’ensemble des solutions est une droite, celle qui passe par le point (§, —%, 0) et qui
est colinéaire au vecteur (—%, %, 0).

Géomeétriquement, & trois dimensions, on peut visualiser pourquoi un systéme
d’équations linéaires peut avoir une infinité de solutions, une solution unique, ou au-
cune. N’importe quelle équation du type

axr + by +cz =d,

représente un plan dans I’espace a trois dimensions R3. Résoudre un systéme de trois
équations linéaires & trois inconnues revient donc a chercher la ou les solutions qui
vérifient ces trois équations de plans en méme temps, c-a-d la ou les solutions qui
appartiennent en méme temps aux trois plans. Si ces trois plans se recoupent en un
seul point, alors le systéme a une solution unique : les coordonnées de ce point d’in-
tersection. Si par contre les plans se recoupent suivant une droite, alors le systéme
a une infinité de solution : les coordonnées de tous les points de cette droite d’in-
tersection. Enfin, si les plans ne se recoupent pas tous au méme endroit (deux plans
se recoupent suivant une droite mais cette droite n’appartient pas au troisiéme plan,
par ex.), alors, le systéme n’a pas de solutions.

Dans le cas précédent, il se trouve que deux plans se recoupent suivant une droite
et que cette droite d’intersection appartient au troisiéme plan. L’ensemble des solu-
tions est donc cette droite.

Exemple 23  Trouver les valeurs de a et b pour lesquelles le systéme d’équations linéaires

T—2y+3z =2
2r—y+2z =3
r+y+az =b

(i) a une solution unique, (ii) n’a aucune solution, (i) a une infinité de solutions.
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Solution : On établit la matrice augmentée correspondante et on utilise la méthode de Gauss
pour I’échelonner :

1
2
1

-2 3 2
-1 2 3
1 a b

%

-2 3
3 —4
3 a—3

-2 3
3 —4
0 a+1

2
-1
b—2

2
-1

b—1]

=1y — 2l
=131

(B=ts—1s)

On peut maintenant interpréter la matrice échelonnée.
(1) Si a # —1 alors la troisiéme ligne peut s’écrire

_ b1

z = m.

z donc a une seule solution, unique, et nous pouvons en déduire une solution unique pour =
et y en résolvant les deux premiéres lignes; le systéme a alors une solution unique.

(ii) Si a = —1 et b # 1 alors la troisiéme ligne est impossible car elle correspondrait a
I’équation 0 = b — 1, or b # 1; le systéme n’a donc pas de solutions.

(iii) Si a = —1 et b =1 alors la troisiéme ligne est 1’équation 0 = 0, qui est vraie quelque
soit la valeur prise par z. a ’aide des deux premiéres lignes on peut donc exprimer z et y en
fonction de z quelque soit sa valeur. Le systéme a donc une infinité solutions.

Il est important de remarquer que la méthode du pivot de Gauss peut étre utilisée
méme pour un systéme avec un nombre différent d’équations et d’inconnues, qui peut
étre compatible ou incompatible. Regardons un autre exemple.

Exemple 24  Résoudre le systéme d’équations linéaires suivant :
r+y—=z =1
3r—y+3z =5
r—y+2z =2
T+ z =3
Solution : Il s’agit d’un systéme de 4 équations & 3 inconnues.
1 1 -1 1 (1 1 -1 1 ;L
3 -1 3 5/ |0 -4 6 2 ﬁ?:?:?ll
1 -1 2 2 0 -2 31 .
1 0 13 0 -1 2 2 4a—
M 1 -1 1
L0 462 I, =13— 1l
0 0 Uy=14- 1l
1 3
L 2 2
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1 1 -1 1
L0162 (lng4>
0 0 1 3 132213
0o 0 00
1 10 4
[0 -4 0 16 (l’lzll+13 )
0 0 1 3 I, =1y —6l3
0 00 0
1 0 0 0
N 01 0 4 (lllzll—f—ilz)
00 1 3 U, =-1,
00 0 0

Le systéme a la solution unique

z=0

Nous pourrions aussi étre confrontés & un systéme avec un nombre d’inconnues
supérieur au nombres d’équations.

Exemple 25  Montrer que le systéme d’équations linéaires suivant est incompatible.

T1 + X2 + 3 + 274 =1
:L'172:L'2+3£L'3*:L'4 =4
3r1 — 3x9 + Tx3 =7

Solution : Il s’agit d’un systéme de 3 équations & 4 inconnues.

1 11 21 1 11 21 Vol
1 -2 3 -1 4 — |0 -3 2 -3 3 (ﬁlzsll)
3 =37 07 0 -6 4 —6 4 3 0

1 1 1 2 1
— 0 -3 2 -3 3 ( lé:l372l2 )
0 0 0 0 -2

Clairement, 0 # —2. Donc ce systéme d’équations linéaires est incompatible.
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Test 9

Déterminer pour quelles valeurs de a et b le systéme d’équations linéaires

r—2y+3z =2
rT—y+=z =1
2r+ay+2z =b

(i) a une solution unique, (ii) n’a aucune solution, (iii) a une infinité de solutions.

3.5 Systémes homogénes

Avant de fermer ce chapitre, il est utile de regarder rapidement les systémes
d’équations linéaires homogénes. Ces systémes sont ceux dont les équations sont
toutes égales a zéro. Ces systémes sont donc de la forme Ax = 0. Ces systémes ont
toujours au moins une solution : la solution triviale = 0, mais ils peuvent aussi
avoir d’autres solutions, non-triviales. Quelles sont les conditions pour que ces solu-
tions non-triviales existent 7 Considérons I’exemple suivant.

Exemple 26  Trouver les valeurs de a pour lesquelles le systéme d’équations linéaires sui-
vant admet des solutions non-triviales :

T+y+z =0
T+ 2y =0
x—3y+az =0

Solution : On procéde de la maniére habituelle avec la méthode de Gauss.

1 110 11 10 Vo1
1 200 — |0 1 -10 (l%:lz_ll)
1 =3 a 0 0 -4 a—1 0 s
1 1 10
- 01 -10 (U=13+4l)
0 0 a—5 0

La derniére ligne est 'équation (a — 5)z = 0. Si a # 5 alors cette équation a pour solution
unique z = 0, et on en déduit alors y = 0, et x = 0; si a # 5, la solution du systéme est la
solution triviale. Des solutions non-triviales existent donc si et seulement si a — 5 = 0, c-a-d
si a = 5. Dans ce cas 13, 'équation (a — 5)z = 0 est vérifiée quelque soit la valeur prise par
z et on obtient les solutions non-triviales suivantes :

r=—2z
y==z
z=z

ou sous forme matricielle :
T —2z -2
yl = z| =z 1].
z z 1
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Le systéme a donc une infinité de solutions : la droite définie par le vecteur 1

Si A est une matrice carrée, une fagon rapide de déterminer si le systéme ho-
mogéne Ax = 0 admet d’autres solutions que la solution triviale est de calculer son
déterminant : si det A = 0 alors il y a une infinité de solutions, par contre si det A # 0
alors le systéme a pour solution unique la solution triviale (cela ne sera pas prouvé ici).

Systéme homogéne Ax = 0 ou A est carrée

Si det A = 0 alors le systéme a une infinité de solutions. Si det A # 0 alors le systéme
a pour solution unique la solution triviale & = 0.

Exemple 27  Trouver toutes les valeurs de a, b et ¢ pour que le systéme d’équations li-
néaires

z+y+=z =0

ax + by + cz =0

adrx+by+ctz =0

ait des solutions non-triviales. Trouver les solutions si (i) a=1,b=1,c=2; et (ii) a =1,
b=1,c=1.

Solution : Ce systéme homogéne aura des solutions non triviales pour x, y et z si et seulement
si le déterminant de sa matrice carrée est nulle :

1 1 1
D=|a b ¢ =0
a? b 2
10 0 ,
D =|la b—-a c—a (C,zczcl)
a? b2 —a® 2 —a? Gg=C~a
b—a c—a ) .
=2 2_a? (développement par rapport a l)

=(b—-a)(c®—a?) — (b*—a?)(c—a)
=0b-a)(c—a)(c—a—b+a)

=((b—a)(c—a)(c—0D).

Donc le systéme a des solutions non-triviales sia =b,a =coub=c.
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(i)a=1,b=1, ¢c =2 Nous avons a = b = 1, le systéme a donc des solutions non-
triviales et il s’écrit

r+y+z =0
r+y+2z =0
r+y+4z =
Donc
1 110 (1 1 1 0] Vo1
1120 = (0010 (l,zlzll)
1 140 0 0 0) 3B
(1 1 1 0]
- 100 1 0] (l=1I3—-3l)
0 0 0)
(1 1 0 0]
— 10 01 0] (lh=lh-1)
0 0 0

Donc le systéme a pour solutions

xr =-—y
y =Yy
z 0

ou sous forme matricielle

T —y —1
yl =1 v\ =v| 1y,
z 0 0

pour toute valeur de y.

(ii)a=1,b=1,c = 1. Nous avons a = b = ¢ = 1, le systéme a donc des solutions
non-triviales et il s’écrit

1110 1110 Vol 1
1110 — [00 00 (l%:l2_l1>
1110 00 0 0 s— B

Le systéme est donc réduit a une seule équation :

r+y+2=0,
I’équation d’un plan. Autrement dit, x = —y — z et le systéme a pour solutions
T —y —z —1 —1
y| = yl=y| I +=z]| 0Of,
z z 0 1

pour toute valeur de y et z. Remarque : cet ensemble de solutions dépend de deux para-
métres indépendants (y et z) et peut donc étre décrit comme la combinaison linéaire de deux
vecteurs.
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CHAPITRE 4

Changement de repére et diagonalisation de
madtrices

Nous allons voir dans ce chapitre que la forme d’une matrice dépend du repére
dans lequel nous nous trouvons. Ceci souléve une question importante en sciences de
la Terre : peut-on trouver un repére particulier dans lequel une matrice posséde la
forme la plus simple possible 7 Nous verrons que c’est souvent le cas et que la matrice
est alors diagonale.

Trouver ce repére particulier et la matrice diagonale associée est essentiel en
sciences de la Terre, en particulier en mécanique des roches et en tectonique. Toute-
fois, avant de traiter ce probléme, nous devons d’abord faire un détour et aborder les
notions d’application linéaire et de changement de repére.

4.1 Applications linéaires

Une application linéaire peut étre vue comme un systéme d’équations linéaires.

4.1.1 Rappels sur les applications

La fonction f(x) = 22, olt  est un réel, est une fonction qui associe au réel z la

valeur z2, elle aussi réelle. On dit que f est une fonction d’une variable réelle (ici z)
a valeurs réelles (ici 22). Mathématiquement, on écrira cette fonction de la maniére

suivante :
fR—R
fz) =a?

pour bien montrer que x est un réel et que son image f(z) est elle aussi réelle. Un
autre exemple est la fonction

fR" —R

f(xl,xg,...,xn):x:f’—i—xg—k---—i—xi

qui est une fonction de n variables réelles a valeurs réelles (f(z) € R).
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Imaginons maintenant que nous ayons m fonctions & valeurs réelles de n variables
réelles :

fltRn—>R

fm R — R
On peut alors construire une application
f:R" — R™
définie par
flzr,za, .o xn) = (fi(zr, 22, ..oy x), fa(T1, 22, .oy T)y e ooy fr(T1, X2, o 20))
ou bien encore
flxy, e, o xn) = (Y1,Y2, - -+ Ym)
otonaposéy; = f1(r1,22,...,Tn), Y2 = fo(x1, 22, ..., Tn)s oy Ym = f(T1, 22, ..., Tm).

4.1.2 Applications linéaires

Une application f : R™ — R™ définie par f(x1,x2,...,2n) = (Y1,Y2,- .-, Yn) €st
dites linéaire si

Y1 = anri + apr2 + -+ a1

Y2 = G211 + ax2 + -0 4+ ATy

Ym Gm1T1 + am2Z2 + -+ Apnn
c-a-d si les y; peuvent étre écrits comme des combinaisons linéaires des variables
1,29, ...,y (c-a-d des sommes de ces variables multipliées par un certain coeffi-
cient).

L’application linéaire f peut alors s’écrire sous forme matricielle :

r1 Y1 a1 a2 - Qin x1
x2 Y2 21 QG2 - G2pn x2
fl1.1=1|.1=1". . . s
Tm Ym Aml Am2 **° Amn Tm
ou encore

flz)=y=Ax avec A= [ai].

A est alors appelée la matrice de ’application f (appelée aussi matrice standard
de f). On peut aussi noter cette application linéaire f4 pour préciser que A est sa
matrice.
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Exemple 28  Quelle est la matrice de Uapplication linéaire suivante ¢

f:R? —R?
r =-x
y =y

Solution : On peut réécrire cette application de la maniére suivante :

1(0)=01-[ev=[ L

La matrice de I'application linéaire f est donc

F= 0

Exemple 29  Trouver la matrice de 'application linéaire

g:R* — R3
w1 = —2x1 + dxo + 2x3 — Txy
we =4z + 2x9 — 33 + 314
wg = Tr1 — 3x2 + 923

Solution : Cette application linéaire peut étre exprimée sous forme matricielle comme

wy 2 5 2 -7 |™
gw2:42—33;2.
w3 7 -3 9 0 3
T4

La matrice de I'application linéaire est donc
-2 5 2 =7
G=| 4 2 -3 3.
7 -3 9 0

4.1.3 Quelques exemples d’applications linéaires
Réflexion par rapport a Paxe Oy

La fonction

f:R? — R?

T =-x
y =Yy
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est la réflexion par rapport a 'axe Oy :

et sa matrice est

~1 0
01

=10 L

Réflexion par rapport a ’axe Ox

car

La fonction

fiR?— R’

r ==
y =y

est la réflexion par rapport a 'axe Ox :

Y

et sa matrice est

10
0 -1

%)= 2L

Réflexion par rapport a la droite y = =

car

La réflexion par rapport a la droite y = x est donnée par

f:R?> — R?

T =y
y =7
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et sa matrice est
0 1
1 0|

Réflexion dans ’espace

L’application linéaire

fiRP — R
x x
yl=1%v
z —Zz

est la réflexion par rapport au plan (Oxy) et sa matrice est

10 0
0 1 0f.
0 0 —1
De méme, la réflexion par rapport au plan (Ozz) est donnée par la matrice
1 00
0 —1 0},
0 01
et la réflexion par rapport au plan (Oyz) est donnée par la matrice

-1 0 0
0 1 0].
0 01

Projections orthogonales

L’application linéaire

f:R* —R?
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(z,9)

(z,0) *

est la projection orthogonale sur 'axe Ox donnée par la matrice

b il

L’application linéaire

f:RP—R?
T Y
yl = |y
z 0

est la projection orthogonale sur le plan Oxy donnée par la matrice

1.0 0
0 1 0.
0 0 0

De méme, la projection orthogonale sur le plan Oxz donnée par la matrice

o O =
o O O
_ o O

et la projection orthogonale sur le plan Oyz donnée par la matrice

0 0 O]
0 1 0f.
0 0 1)
Rotations

Soit f :R? — R? la rotation d’angle  :

Y
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i z
Les coordonnées du vecteur [ } sont
Y
T =7CoSq
Yy =rsina

ou r est la norme de ce vecteur. Aprés une rotation d’angle 6, ce vecteur a pour
nouvelles coordonnées

wy = rcos(a+ @) = rcosacosf — rsin asin O

wy = rsin(a + ) = rcosasinf + rsin acos §
c-a-d

wy =z cosf — ysinf

wy = xsinf + ycosb.

Autrement dit, la rotation d’angle € est donnée par la matrice standard

sin 0 cos 6

B [cos # —sin 0]

Compositions d’applications linéaires

Par définition, une application linéaire f : R™ — R" transforme un vecteur x a
m coordonnées en un autre vecteur y & r coordonnées :

y=Fx.

S’il existe une autre application linéaire g : R™ — R" telle que
z = Gy,

alors la fonction g o f(x) = g (f(x)) = z est représentée par la matrice GF :
z=GFzx.

Attention : le produit matriciel n’est pas commutatif, GF # F'G, donc la composition
d’applications linéaires n’est pas commutative non plus, go f # fog!

Exemple 30  Considérons les deux applications linéaires suivantes :
La réflexion par rapport a la droite y = x
f:R? — R?,
et la projection orthogonale sur ’axe des y
g:R? — R2,
Quelles sont les matrices standards de f et g ? En déduire la matrice standard de l’applica-

tion linéaire f o g, puis de l'application linéaire go f : les apllications linéaires fog et go f
sont-elles équivalentes ?
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Solution : La réflexion par rapport a la droite y = x :

est donnée par la transformation suivante

f:R? — R

T =y
y =x

Elle a donc pour matrice standard
0 1
P ]

La projection orthogonale sur ’axe des y :

(07 y) ______ (iE, y)

est donnée par la transformation suivante

g:R? — R?

z =0
y =y

Elle a donc pour matrice standard

o-[p

Nous avons donc

—_
(e
(e
)
(@)
—

roal =111 =0 L[S O1=10 4
et

gorl==10 919 L=19 9.

[fog] # [go f] : les deux applications linéaires f o g et g o f ne sont pas équivalentes!
En effet, tout comme le produit matriciel, la composition d’applications linéaires n’est pas
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commutative en général, c-a-d 'ordre dans lequel ces applications linéaires sont effectuées
importe :

Y )
W N 40
; T
f(g(9))
fog

4.2 Changement de repére

4.2.1 Changement de repére pour un vecteur

Comme nous venons de le voir, une application linéaire transforme un vecteur
(xz par ex.) en un autre vecteur (y par ex.). Parfois, plutét que de transformer un
vecteur, nous avons besoin d’exprimer le méme vecteur dans un nouveau repére, c-a-d
d’effectuer un changement de repére. D’une certaine maniére, faire ce changement de
repére revient simplement a « regarder » le vecteur « sous un autre angle ».

Prenons un exemple. Le vecteur ¥ a pour coordonnées a et b et est représenté par
la matrice V dans le repére R dont les vecteurs unitaires sont ¢ et j :

Dans un autre repére R, dont les vecteurs unitaires sont i’ et 7', ce méme vecteur ¥
aura pour coordonnées o et 3 et sera représenté par la matrice V' :

T=ai + 8]

@V’:[g],

mais nous ne connaissons pas ces nouvelles coordonnées « et 5. Mais si nous sommes
capables d’écrire les vecteurs unitaires i et f’ du repére R en fonction des vecteurs
unitaires 7 et j, alors nous pouvons définir une matrice de passage P qui permet de
« passer » du repére R au repére R’ et ainsi d’exprimer tous les vecteurs (y compris
¥) du premier dans le second.
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Par ex., si les vecteurs ¢’ et j’ s’expriment de la fagon suivante dans R :

i =2 +5]
J=i+7]

nous avons une application linéaire dont la matrice standard est

M:E ﬂ

Nous avons alors pour le vecteur v :

7=ai + ]
—a <2Z+ 5}) +8 (Z+ 7})
= (2a+B)i+ (5a+78)7
= ai + bj

d’ou
b =ba+1783

“[i- 6

&V =PV,

{a =2a+

ou la matrice

|2 1) o7
p-[t -u

est la matrice de passage qui permet de passer du repére R au repére R'. Les co-
lonnes de cette matrice de passage P sont les coordonnées des vecteurs il et jT; dans
le repére R, c-a-d la transposée de la matrice standard : P = M7, En fait, nous ne
le démontrerons pas ici mais la matrice de passage P peut étre construite a l'aide de
n’importe quels vecteurs formant une base de R’ (voir section 4.3.3).

Si cette matrice de passage P est inversible alors
V' =P V.

Changement de repére pour un vecteur

Le vecteur représenté par la matrice V' dans le repére R est représenté par la

matrice V' dans un autre repére R’ a l'aide de la matrice de passage P dont les
colonnes sont les vecteurs qui forment une base de R’. Si P est inversible alors

V' =pP7lv.
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4.2.2 Changement de repére pour une matrice

Nous venons de voir comment exprimer un vecteur dans un nouveau repére. Nous
allons maintenant voir comment exprimer la matrice d’une application linéaire dans
un autre repére.

Imaginons que nous ayons une application linéaire dont la matrice standard est
la matrice F' dans le repére R. Dans un nouveau repére R’, cette matrice standard
de cette application sera F” : tout comme pour les vecteurs, bien qu’il s’agisse de la
méme application linéaire, la matrice standard ne s’exprimera pas de la méme facon
dans R et R'; ses coefficients seront différents dans ces deux repéres.

Imaginons donc que cette application linéaire transforme un vecteur U en un
vecteur W dans le repére R :

W = FU.

Imaginons maintenant que cette méme application transforme un vecteur U’ en un
vecteur W’ dans le repére R’ :

W' =F'U.
Si P est la matrice de passage de R vers R’, alors par définition
U= PU
et W=PW & W =P'W
On en déduit donc que
W =FU = FPU'
= P 'W =P 'FPU
= W'=P 'FPU".

Comme W' = F'U’, la matrice de I'application linéaire dans le nouveau repére R’
s’obtient a l’aide du produit suivant :

F =P lFrp

Changement de repére pour une matrice

La matrice F' d’'une application linéaire dans le repére R est représenté par la
matrice F’ dans un autre repére R’ a l'aide de la matrice de passage P dont les
colonnes sont les vecteurs qui forment une base de R’ : si P est inversible alors

F' = P7lFP.

Remarque : si R et R’ sont tous les deux orthonormés, c-a-d si leurs vecteurs
unitaires sont perpendiculaires entre eux et leur norme est égale a 1, alors la matrice
de passage P est orthogonale :

pPT = p-1

Il s’en suit alors que PPT = PTP =T et que det P = +1.
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4.3 Diagonalisation de matrices

Nous venons de voir que si A est une matrice carrée représentant une applica-
tion linéaire dans le repére R et A’ est la matrice carrée représentant cette méme
application linéaire dans un autre repére R’, alors

A = P7YAP,

otl P est la matrice de passage de R a R’ et a condition que P! existe. Cela signifie
que pour n'importe quel repére R’ pour lequel P est inversible, on peut définir une
matrice A’ = P~YAP qui y représente I’application linéaire et qui sera donc 1’équi-
valent de la matrice standard A dans le repére R.

Question : Peut-on trouver un repére R’ dans lequel A’ est la plus simple pos-
sible 7 Cette question est intéressante car si la réponse est oui, alors on pourra essayer
de trouver ce repére particulier et cette matrice simplifiée : 'application linéaire re-
présentée par la matrice sera alors plus simple & étudier. Cette manipulation est
essentielle en sciences de la Terre (en mécanique des roches et en tectonique par ex.).

Réponse : 11 est souvent possible (mais pas toujours. . .) de trouver un repére dans
lequel A’ sera diagonale. L’analyse de I'application linéaire en sera donc grandement
facilitée (voir section 3.2).

Pour trouver cette matrice A’ et le repére R’ dans lequel elle est diagonale, il nous
faut calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

4.3.1 Valeurs propres

Trouver les valeurs propres d’une matrice carrée A (n X n) revient a résoudre
I’équation matricielle suivante :

Ax = Mz,

oll & est un vecteur, c-a-d une matrice-colonne (1 x n), et A est un scalaire. Cette
équation matriciellle peut se réécrire sous la forme

(A= A,)z =0.

Comme nous l'avons vu dans la section 3.5 du chapitre précédent, il s’agit 1a d’un
systéme homogéne de n équations linéaires. Ce systéme aura donc une infinité de
solutions si et seulement si det (A — Al,) = 0; si le déterminant est au contraire
différent de zéro, ’équation matricielle aura pour solution unique la solution triviale
x =0.

Trouver les valeurs propres de la matrice carrée A revient donc & trouver les
valeurs de A pour lesquelles

det (A — AI,) = 0.

Cette équation est appelée ’équation caractéristique de A et les valeurs \; qui
sont solutions de cette équation sont les valeurs propres de A. La matrice A étant une
matrice (n X n), son équation caractéristique est un polynoéme de degré n admettant
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n solutions, habituellement notées Ai, Aa, ..., Ay.

Exemple 31 Trouver les valeurs propres de

A:E ﬂ.

Solution : L’équation caractéristique de cette équation est

det (A — A\I,) =0

3
2—-A

S1-N2-)\)—-12=0
<A -32—-10=0.

@f4A }o

Il s’agit d’un polynéme du second degré dont les racines sont :

A =9+40 = 49,

3—VA
A= =-2
2
3+ VA
Ao = + =5
2
Les valeurs propres de A sont donc A\ = —2 et Ay = 5.

Exemple 32 Trouver les valeurs propres de

A:B ﬂ.

Solution : L’équation caractéristique de cette équation est

det (A — A\Ip) =0

1—-A 3
2 2—-A

S1-=N2-)N)-6=0
SN -30—4=0.

0

Ce polyndéme peut se factoriser sous la forme :
S A-4AN+1)=0,

les valeurs propres de A sont donc \; = —1, Ay = 4.

Exemple 33 Trouver les valeurs propres de

a7
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Solution : L’équation caractéristique de cette équation est

det (A —A\) =0
@‘2)\ -2
1 4-)
S2-N4-N)+2=0
SN —60A4+10=0.

-

Les racines de ’équation caractéristique sont donc complexes :

)\:%[6i\/36—40} =341,

et les valeurs propres de A sont donc \y =3 — i, Ay = 3 + 1.

Ainsi des matrices réelles peuvent trés bien avoir des valeurs propres complexes.
Quand c’est le cas, ces valeurs propres complexes apparaissent par paires de com-
plexes conjugués (la partie complexe change de signe).

Par contre si la matrice A est symétrique et que ses éléments sont réels
alors ses valeurs propres sont aussi réelles.

Exemple 34 Trouver les valeurs propres de

1
A= |2
1

— = N
DO = =

Solution : L’équation caractéristique de cette matrice est

1—x 2 1
det(A—A)=| 2 1-Xx 1
1 1 —A
AN 4—X 4-)
= 2 1—A 1 (lé:ll-i-lg-i-lg)
1 12—\
11 1
—@4-N2 1-x 1
1 1 2-2)
1 0 0 o
=(4-AN[2 -1-x -1 (0,2_02 1)
1 0 1—) \BT=a7a

= (4= N(=1-A)(1—-)) =0.

Les valeurs propres de A sont donc A\ = —1, Ao = 1, A3 = 4.
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Valeurs propres

Les valeurs propres d’une matrice carrée A (n xn) sont les solutions \; de I’équation
caractéristique

det(A — A\I,,) = 0.
Si A est symétrique et que ses éléments sont réels alors ses valeurs propres sont
réelles.

Remarque : si une matrice A a une valeur propre égale a zéro alors A
est singuliére. En effet, les valeurs propres \; de A sont solutions de ’équation
caractéristique det(A — \;I,,) = 0. Donc si une des valeurs propres est nulle alors elle
est solution de I’équation det(A — 01,,) = 0, c-a-d det A = 0. Inversement, si A est
singuliére alors au moins une de ses valeurs propres est égale & zéro.

4.3.2 Vecteurs propres

Les vecteurs propres d’'une matrice carrée, notés x; , sont les vecteurs associés
a ses valeurs propres A; qui vérifient I’équation Ax; = A\;x;. Autrement dit, associé
a chaque valeur propre );, il existe un vecteur propre x; qui est une solution non-
triviale (c-a-d # 0) de I'équation (A — AI,)x; = 0. De plus les vecteurs propres de la
matrice sont linéairement indépendants : on ne peut pas exprimer 1'un de ces vecteurs
a l'aide des autres.

Les coordonnées de ces vecteurs propres x; sont les solutions de ces systémes
d’équations linéaires, et se calculent trés facilement par la méthode du pivot de Gauss.

Exemple 35 Trouver les vecteurs propres de

A:B g}

Solution : D’aprés 'exemple 31, les valeurs propres de A sont Ay = —2, Ay = 5.

T PPN .
Cherchons le vecteur propre &1 = [y} associé a A1. Les coordonnées de ce vecteur sont

donc solutions du systéme d’équations linéaires suivant :

(A — )\1]2)(131 = (A + 2]2)331 =0

3 3
<:>|:4 4:|IB1—0

3xr+3y =0
dr+4y =0
La solution est ici évidente : x = —y, quelque soit la valeur de y. Le vecteur propre associé

a4 A1 est donc

===
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Siy =1, par ex., alors le vecteur propre associé & A est

Si y prend une autre valeur, 2 par ex., nous trouvons alors le vecteur propre

[—2] -1
o-[4[]

qui est colinéaire (paralléle) au vecteur propre trouvé avec y = 1. N’importe quelle valeur
de y donnera un vecteur propre, et on pourrait donc penser qu’il y en a une infinité. Mais
en fait, tous ces vecteurs seront colinéaires entre eux : un seul vecteur suffit donc puisque
tous les autres lui sont proportionnels. On choisit généralement un de ces vecteurs qui a une
forme simple.
Pour x5, le vecteur propre associé & Ay, nous avons :
(A — )\212):132 = (A — 5[2):32 =0
—4 3
< |: 4 _3:| x1 =0
—4dx+3y =0
4x — 3y =0

3
Sr=—-y
4

3 3
T _3 _3
& = W _ y| 4|, quelque soit y,
Y Y 1

x -3
& {y} = [4}, en posant y = 4.

Les deux vecteurs propres de A sont donc &1 = {ﬂ et @ = [2] '

Exemple 36  Trouver les vecteurs propres de

1 3
-
Solution : D’aprés 'exemple 32, les valeurs propres de A sont A\; = —1, Ay = 4.
Le vecteur propre 1y = B} associé a A; est donc solution du systéme d’équations
linéaires

(A — )\1[2)$1 = (A + 1[2):31 =0

2 3
<:>|:2 3:|.’1310

2c+3y =0
2¢0+3y =0
S2x+3y=0
2
Sy=—-x

3
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Le vecteur propre est donc

o= 1] L] - [4)

o 1 o ..
c-a-d ’ensemble des vecteurs colinéaires au vecteur [ 5 |- Si on choisit x = 3, par ex., alors

le vecteur propre associé & A1 prend une forme plus simple (ses éléments sont des entiers) :

o= [

Pour x4, le vecteur propre associé a Ag :
(A — )\2[2)(132 = (A - 4]2)332 =0

-3 3
<:>|: 9 2:|:B2:0

NR

En choisissant ¥y = 1 on obtient le vecteur propre associé & Ao

=[]

Les deux vecteurs propres de A sont donc &, = [g] et xo = E] .

Exemple 37 Trouver les vecteurs propres de

1 2 1
A=1(2 1 1|.
1 1 2

Solution : D’aprés 'exemple 34, les valeurs propres de A sont A\; = —1, Ay = 1, A3 = 4. A
chacune de ces valeurs propres est associé un vecteur propre

et comme dans les exemples précédents, nous devons résoudre 1'équation (A — \;I3)x; = 0.

Pour A\; = —1, nous avons donc
20 +2y+2z =0
20 +2y+2 =0
r+y+3z =0
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En utilisant la méthode du pivot de Gauss nous obtenons

2 2 10 2 2 1 0 I —1 1
2 2 1 0 - |00 00 (1/212111)
1130 00 2 0 3T
[2 2 0 0 P2
— |00 0 0 (,1_21153)
00 10 37 5%
Ce systéme admet donc une infinité de solutions : z = 0 et y = —x, pour toute valeur de
T
[ T 1
r1= |yl =|—z| =x|-1].
z 0 0

Si on choisit * = 1, on obtient alors le vecteur propre

1 — —1].

Pour Ay = 1, nous avons

2y 4+ z =0
20+ z =0
r+y+z =0

En utilisant la méthode du pivot de Gauss nous obtenons

0210 1 1 10 Lol
2 010 — |0 -2 -10 (1}1321)
1110 0 2 10 2o
[1 -1 0 0 ;L
~ o 000 (5,2:524:53)
0 210 L
Ce systéme admet une infinité de solutions. Quelque soit la valeur de y, la premiére ligne
donne x = y et la troisiéme ligne donne z = —2y. On obtient donc le vecteur propre
[ Y 1
zx= |yl =1| vy|l=y]| 1
z —2y —2

En posant y = 1, on obtient donc le vecteur propre

1
o = 1.
-2

Enfin, pour A3 = 4, nous avons
—3rx+2y+z =0
20 — 3y + =z =0
r+y—2z =0
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En utilisant la méthode du pivot de Gauss nous obtenons

-3 2 1 0 [—3 0

[\
—_

2 -3 1.0/ - |0 =2 3 0 ly =12+ 3h
1 1 -2 0 0 3 3 ly=1ls+35h
I 3 3

33 0 0 1=l + 1
. 00 00 1y =3,
01 10 b=l +1;

Ce systéme admet une infinité de solutions : z = y et y = z. D’oul le vecteur propre

T Y 1
z3 = |yl = |y| =y 1]
z Y 1

1
rg = 1.
_1_
1 1
Les trois vecteurs propres de A sont donc 1 = |—1|, x3= 1], x3=|[1].
0 — 1

Remarque : une matrice carrée (n x n) admet n valeurs propres, mais peut trés
bien avoir un nombre moindre de vecteurs propres linéairement indépendants.

Exemple 38 Trouver les vecteurs propres de

1 2 -1
A=|1 2 -1|.
2 2 -1

Solution : L’équation caractéristique de cette matrice est

1-Xx 2 ~1
det(A—X)=| 1 2-X -1 |=0

2 2 —(1+))

1-x 2 —1 -

S| A =X 0]=0 (5,2_52_51)
I+A 0 =X s
3-x 2 -1

S0 =X 0]|=0  (f=c+c)
I+X 0 =X

3- -1

‘:)_)"ur)\ —)\‘_0

S -A-B-MA+1+A=0
& =AM\ =22+1]=0
s -AA-1)?=0.
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A a donc une valeur propre simple \; = 0 et une valeur propre double Ay = A3 = 1.

Comment ces valeurs propres affectent-elles les vecteurs propres de A7

T
Ces vecteurs propres @; = |y | sont solutions de I'équation (A — A\;I3)x; = 0.
z
Pour Ay =0,
r+2y—2z =0
r+2y—z =0

20 +2y—2 =0

En utilisant la méthode du pivot de Gauss nous obtenons

12 -10 12 -1 0 Yol
12 -1 0 - (00 00 (z%—f—zl)
2 2 -1 0 1 0 0 0] so o
[0 2 -1 0]
— 0 0 0 0 (lllzll—lz;)
10 0 0

En posant y = 1, on obtient alors le vecteur propre

0
r1 = 1].
2
Pour Ay =1,
2y — 2 =0
rt+y—=z =0

20 +2y—2z =0

En utilisant la méthode du pivot de Gauss nous obtenons

02 -1 0 02 -1 0
11 -10f —- (11 -10 (lp=13—2ly )
2 2 -2 0 00 0

[0 2 -1 0

0o 0 00

Ce systéme admet donc pour solutions :
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En posant y = 1, on obtient alors le vecteur propre

ro =

DO = =

Puisque Ay = A3, 2 = x3. Il n’y a donc que deux vecteurs propres linéairement indé-
pendants ; nous pourrions prendre une autre valeur de y pour trouver un vecteur propre xs
différent de o, mais x3 serait alors un multiple de x5, autrement dit x5 et &3 seraient alors
colinéaires et donc linéairement dépendants.

0
Il n’y a donc que deux vecteurs propres linéairement indépendants : 1 = |1], et
2

1
o = 1].
2

Remarque : comme le montre I'exemple suivant, une matrice peut trés bien avoir
une valeur propre multiple (double par ex.) et avoir des vecteurs propres distincts et
linéairement indépendants.

Exemple 39 Trouver les valeurs et vecteurs propres de

Solution : L’équation caractéristique de A est

3-A 0 -1
det(A—M3)=| 0 1-X 0]=0
2 0 —A
3-x -1
(1)\)‘ ) _A‘ 0

A a donc une valeur propre simple Ay = 2 et une valeur propre double Ay = 1 avec pour
A €2

vecteurs propres associés 1 = [y1| et x2 = | y2
21 Z2
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Pour Ay =2,
(A — 2]3)(131 =0

r1 — 21 =0
< < U1 =0
21‘1 - 221 =0
{yl _ 0
=
X1 = Z1
En posant z; = 1, on obtient alors le vecteur propre
1
r1 = 0f.
1
Pour A\ =1,
(A — 13)$2 =0
21‘2 — 22 = 0
<0 =0
2$2 — Z9 = 0

& 29 = 29, et yo peut prendre n’importe quelle valeur.

i) X9
On obtient donc le vecteur propre o = [y2| = | y2
z9 2$2

T contient deur parameétres xo et yo qui sont indépendants I'un de I'autre. Autrement
dit, on peut (et on doit!) choisir x5 et y2 indépendamment 'un de lautre. Cela veut dire
aussi qu’on peut décomposer xo en deux vecteurs indépendants :

X9 HiD) 0
2= | y2| = | O+ |y2
229 229 0
1 0
S xToa=22 |0 +y2 |1
2 0

Ainsi x5 est la somme de deux vecteurs propres linéairement indépendants :

1 0
0| obtenu en posant x5 =1 et yo =0, et | 1| qui apparait si on pose x5 = 0 avec ys = 1.
2 0

La matrice A posséde donc trois vecteurs propres linéairement indépendants méme si
elle n’a que deux valeurs propres.

Vecteurs propres

Les vecteurs propres d’une matrice carrée A (n x n) sont les solutions non triviales
x; du systéme d’équations linéaires homogéne

(A= NIp)x; = 0.
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Test 10

Trouver les valeurs et vecteurs propres de

1 2 -1
A=12 -1 1
0 -2 1

4.3.3 Repéres et bases de vecteurs

Un repére est un espace dans lequel on peut représenter tous les vecteurs, ce
qu’on appelle un espace vectoriel. Dans ce repére, ou cet espace vectoriel, on peut
toujours représenter de maniére unique un vecteur comme une combinaison linéaire
de certains vecteurs qui forment une famille et qu’on appelle une base.

Un exemple est I’espace vectoriel & 3 dimensions, noté V3, que ’on peut représenter
a l'aide du repére R = (0,1, j,k) : on peut toujours écrire un vecteur v de maniére
unique en fonction des vecteurs unitaires i, j et k de ce repére, par ex.

[0
v=|8| =i+ B]+k.
Y

On dit que les vecteurs f, ; et k forment une base du repére R. Ainsi un repére est
entiérement défini par une origine (ici le point O de coordonnées (0,0, 0)) et une base.

Une base importante, dans l'espace & m dimensions V,, par ex., est celle formée
par les m vecteurs

1 0 0

0 1 0
€1 = ) €2 = N BRI €m =

0 0 1

dont tous les éléments sont égaux a 0 sauf un qui est égal a 1. On dit que ces vecteurs

forment une base canonique, notée {ej,es, -, e, . Nimporte quel vecteur de
) Y Y y=m

Vi peut étre exprimé comme une combinaison linéaire de ces vecteurs :

a1
a2
v = . =a1e1 +asez + -+ a4m€m.
am
Par contre aucun des vecteurs ej,es,--- , e, ne peut étre exprimés a l'aide des

autres, c-a-d comme une combinaison linéaire des autres : les vecteurs de la base sont
linéairement indépendants.
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On dit qu’un groupe de n vecteurs vy, vs,- - - , vy, est linéairement dépendant s’il
existe des constantes aq,ao,- -+ , a, toutes différentes de zéro telles que

a1v1 + V2 + -+ apv, = 0.

A Tinverse, si c’est équation n’est possible que si @3 = a9 = -+ = ay, = 0, alors les
vecteurs v; sont linéairement indépendants.

On peut démontrer (nous ne le ferons pas ici) qu'un groupe de n vecteurs linéai-
rement indépendants forment une base de ’espace vectoriel V,.

Exemple 40  Montrer que les vecteurs

O =

ag =

_ =0

1
a; = 1 s az =
0

—_

forment une base dans ’espace a trois dimensions.

Solution : Nous devons tester si
aay + faz +vaz =0

est possible pour «, (3 et 7y tous différents de zéro. Il s’agit du systéme homogéne

a+p=0
a+v=0
B+~v=0

qui n’aura que la solution triviale &« = 8 = v = 0 si son déterminant est différent de zéro, ou
qui aura au contraire une infinité de solutions si son déterminant est nul.

11
1 0 1|=-2+#0,
0 1

_ = O

Donc aa; + Bas + yasz = 0 n’est possible que si « = 8 = v = 0. Les vecteurs a1, a2, et ag
sont donc linéairement indépendants et peuvent former une base.

Ainsi, pour savoir si un ensemble de vecteurs peut former une base, il suffit de
tester s’ils sont linéairement indépendants, c-4-d de construire une matrice dont les
colonnes sont ces vecteurs et de calculer le déterminant de cette matrice : si le déter-
minant est nul les vecteurs sont linéairement dépendants et ne peuvent pas former
de base; si le déterminant est différent de zéro les vecteurs sont linéairement indé-
pendants et peuvent former une base.

Remarque : un méme espace vectoriel V,, peut étre représenté a ’aide de différents
repéres ; les bases de ces repéres seront différentes mais elles auront toujours le méme
nombre n de vecteurs.
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Base de vecteurs linéairement indépendants

n vecteurs vy, va, - - - , ¥, d’un espace a n dimensions V,, sont linéairement indépen-
dants si et seulement si le déterminant ‘A| = ‘vl vy - ’Un| #0.
v1, V2, - , U, peuvent alors former une base de V.

En utilisant le méme argument, on peut montrer que les vecteurs

1 1 0
b1: 1 s b2: 0 s b3: 1
0 -1 1

sont linéairement dépendants et qu’ils ne peuvent donc pas former une base.

Test 11

Pour quelles valeurs de k les vecteurs

1 1 k
21, 21, 2
k ~1 ~1

forment-ils une base dans ’espace a trois dimensions ?

Un repére est dit orthogonal ou orthonormeé si et seulement si sa base est
elle-méme orthonormale, c-a-d si et seulement si les vecteurs de cette base sont or-
thogonaux deux & deux et leur norme est égale & 1. Les vecteurs d’une base n’ont pas
forcément une norme égale a4 1, mais on peut facilement les normaliser en divisant
leurs coordonnées par leur norme. Ces nouveaux vecteurs pourront alors former une
base orthonormale.

Remarque : des vecteurs linéairement indépendants ne sont pas nécessairement
orthogonaux : deux vecteurs sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire
est nul.

Astuce : si une matrice est symétrique et a des valeurs propres distinctes
alors ses vecteurs propres sont perpendiculaires deux a deux.

Exemple 41  Former une base orthonormale a l’aide des vecteurs

1 -1 1
v = -1 N V2 = -1 5 V3 = 1
0 2 1

Solution : Vérifions tout d’abord que ces vecteurs sont linéairement indépendants :
1 -1 1
-1 -1 1|=-6+#0,
0 21
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Ces vecteurs sont donc linéairement indépendants et peuvent former une base. Testons main-
tenant si ces vecteurs sont orthogonaux :

vivg=—-14+1=0,
’01.’03:1—1:07
’1)2.’03:71714*2:0.

Ces vecteurs sont donc bien orthogonaux deux & deux. Quelles sont leurs normes ?

sl = VIZ+ 2= V3,
loa]| = V17 + 12 + 22 = V&,
|vs|| = V12 + 12 + 12 = V3.

La norme de ces vecteur est différente de 1. Pour pouvoir former une base orthonormale, il
faut donc normaliser ces vecteurs afin d’obtenir des vecteurs unitaires :

- 1
1 1 ! V2
U =—v1=— |-1| = |-L]|,
1\/51\/5 V2
L O 0
r 1
-1 -Z
g — |1 = |-
2\/6 ) \éga
L | V6
r 1
1 7
u Ll NG
3= — =
AN
L V3

Les vecteurs uy, uz, et wg sont ainsi orthogonaux deux & deux et de norme 1 : la base
{u1, u2,us} est orthonormale.

Repére orthonormé

Un repére est dit orthonormé si et seulement si sa base est orthonormale : les vecteurs
de la base sont orthogonaux deux & deux et leur norme est égale a 1.

On dira qu'un repére est direct si sa base est orientée de maniére directe, c-a-d
selon la régle de la main droite. Par ex., le repére (O,;7 f, E) est un repére direct.
Une base orthonormale est orientée de maniére directe si le produit vectoriel de deux
vecteurs qui se suivent dans cette base est égal au vecteur suivant ; si le produit vec-
toriel donne le vecteur inverse, la base est indirecte. Dans le cas d’une base dont les
vecteurs sont orthogonaux mais pas normalisés (leur norme est différente de 1), le
produit vectoriel de deux de ses vecteurs adjacents donnera un multiple du vecteur
suivant si la base est directe. Par ex., ;, ; et k forme une base orthonormale directe :
ces vecteurs sont orthogonaux, de norme 1, et ;/\j =k (on peut aussi vérifier que
f/\ k=ietkAi= ;) De méme on vérifie aisément que les vecteurs v1, va et v3 de
I'exercice précédent forment une base indirecte : v1 A v = —2v3.
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4.3.4 Diagonalisation de matrices

Nous avons maintenant tous les éléments pour transformer une matrice A dans
un repére R en une matrice A’ diagonale dans un repére R/, autrement dit pour
diagonaliser la matrice A.

Prenons I’exemple suivant ol nous allons détailler pas & pas la diagonalisation de
la matrice

1 21
A= 12 1 1{.
1 1 2

Nous devons tout d’abord trouver ses valeurs propres \; en résolvant 1’équation
caractéristique ‘A - N1 3‘ = 0. C’est ce que nous avions fait dans I’exemple 34, et nous
avions trouvé que la matrice A avait pour valeurs propres Ay = —1, Ao = 1, et A3 = 4.

Nous devons ensuite trouver les vecteurs propres v; de A associés aux valeurs
propres J; : les vecteurs qui vérifient I’équation (A — \;I3)v; = 0. Nous 'avions fait
dans 'exemple 37, et avions trouvé que les vecteurs propres de A étaient

1 1 1
v = —1 s Vo = 1 s et wg = 1
0 -2 1

Nous allons maintenant construire une matrice particuliére qui est la matrice C
dont les colonnes sont les vecteurs propres de A :

1 1 1
C:[’Ul V2 ’03]: —1 1 1
0 -2 1

Les vecteurs propres de A, c-a-d les colonnes de C', sont linéairement indépendants.
Donc le déterminant de C' est différent de zéro : C est donc réguliére, C ! existe.

Si on multiplie maintenant A et C ensemble, on obtient
AC = A [’Ul V2 ’Ug] = [A’Ul A’U2 Av3].

Puisque les vecteurs propres v; vérifient, par définition, '’équation (A — \;I3)v; =0
c-a-d Av; = \jv;, on en déduit que

AC = [)\1’01 )\2’1)2 )\3’1)3] = [’Ul)\l ’02)\2 ’03)\3]

A1 A2 A3
= |-\ A2 A3
0 —2X A3

1 1 17[x 0 0
=|-1 1 1/]|0 X 0| =cCD,
0 -2 1/ [0 0 X3

A0 0 -1 0 0
oul D est la matrice diagonale | 0 Ao O =| 0 1 0].
0 0 A3 0 0 4
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Nous avons donc I'équation AC = CD, et si nous multiplions par la gauche cette
équation par C~1, alors

C'AC=0C"'CD=1D=D.
Ainsi Popération C~'AC a diagonalisé la matrice A.

Autrement dit, C est la matrice de passage (appelée P dans la section 4.2) du
repére R vers le repére R’ qui transforme la matrice

1 21
A=12 1 1 exprimée dans R
11 2

en la nouvelle matrice diagonale

-1
A=D=

dans le repére R’

=~ O O

0
0 1
00
La matrice de passage C a été construite a 'aide des vecteurs propres de A : les

colonnes de C' sont les vecteurs propres v;. Mais les colonnes de la matrice de passage
sont également les vecteurs qui forment la base de R’ (voir section 4.2).

Ainsi la matrice A est transformée en la matrice diagonale

—1

0
A = 1
0

o O
- O O

dans le repére R’ représenté par la base {v1,v2,v3} a laide de la transformation
matricielle, c-a-d le changement de repére pour une application linéaire, C~1AC.

Ici la matrice inverse de C est

1 _1
o ap s o
ol=|-1 11 = |5 5 3 :6 1 1 -2
0 -2 1 % % % 2 2 2
et on peut vérifier que
1 3 -3 0 1 21 1 1 1 -1 0 O
A’:C‘lAC:é 1 1 =221 1]|-1 1 1|=] 01 0].
2 2 2 1 1 2 0 —2 1 0 0 4

On pourrait croire qu’il n’existe pas qu’une seule matrice diagonale D puisque les
vecteurs propres v; ne sont pas définis de maniére unique, mais une autre sélection
de vecteurs propres aménera toujours au méme résultat : C"TAC = D.

Remarque : les vecteurs propres d’'une matrice sont linéairement indépendants
mais pas nécessairement orthogonaux entre eux; ces vecteurs propres peuvent for-
mer une base mais le repére R’ représenté par cette base ne sera pas nécessairement
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orthogonal.

Exemple 42  Utiliser les valeurs et vecteurs propres de

obtenus dans I’'exemple 39 pour construire une transformation qui diagonalise A, et vérifier
que la matrice diagonalisée est

2 00
D= |0 1 0].
0 0 1

Solution : D’aprés I'exemple 39, les valeurs et vecteurs propres de A sont

M =2, da=A3=1,

Nous pouvons donc définir une matrice de passage

1 1
P:[’Ul V2 ’03}:00
1 2

O = O

qui est inversible puisque vy, va, et vz sont linéairement indépendants :
0
0 17.
1

Finalement, nous pouvons vérifier que

20 —-1(|3 0 =11 1 O 2 00 M 00
P'AP=|-1 0 1] (0 1 0[]0 0 1I|=10 1 Of=|0 X O] =D
0 1 012 0O of |11 2 0 0 0 1 0 0 As

Exemple 43  Trouver la transformation qui diagonalise la matrice

i 7

Solution : D’aprés 'exemple 33, les valeurs propres de A sont

M=3—i, A =3+i.
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Les vecteurs propres associés & ces valeurs propres sont

—1—1 -1+
a-[1 e[

Les valeurs et vecteurs propres de M sont complexes mais cela n’affecte aucunement la
méthode.
Nous pouvons donc définir une matrice de passage

—1—1 1+z}

P = [v, vﬂ[ P

dont I'inverse est

p1_ 1 1 1—d] _—-1[ 1 1—d] _i[ 1 1—d]_1[ i 144
T detP -1 —1—i4| " 95 |-1 —-1—-4d| 92|-1 —1—4| 92|—-i 1—i|

Finalement, nous pouvons vérifier que

- 114 144 |2 =2 |-1—i —1+1 3—1 0 A0
1 I — =
ST | I | e B A B W

Attention : toutes les matrices ne sont pas diagonalisables! Dans ’exemple 38,
nous n’avons pu trouver que deux vecteurs propres linéairement indépendants pour
la matrice (3 x 3)

1 2 -1
A=11 2 -1
2 2 -1

Ses deux vecteurs propres ne permettent pas de construire une matrice de passage :
la matrice A n’est pas diagonalisable.

Diagonalisation de matrice

Pour diagonaliser une matrice A (n x n) il faut
1. trouver ses valeurs propres A; ;
2. calculer ses vecteurs propres v; ;

3. ¢’il existe n vecteurs propres v; linéairement indépendants, alors la matrice

de passage P = ['vl Vg - ’Un] existe et est inversible ;
4. la matrice D = P~1AP est alors diagonale, et a pour éléments diagonaux
A1, A2, -+, A, dans le repére représenté par la base {v1,v2, - ,vn}.
Test 12

Diagonaliser la matrice

1 2 2
A=11 2 -1
2 2 -1




