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Chapitre 1

Introduction

1.1 Préliminaires

Dans la suite, nous noterons par £ un espace de Banach sur le corps des
nombres complexes C et par B(E) 'algebre de Banach des opérateurs linéaires
bornés dans €. Nous désignerons par [ 'unité de B(E).

Pour un opérateur linéaire A : D(A) C &€ — &£ nous noterons par:
ImA={Az|r € D(A)}

I'image de A et par:
Ker A={x € D(A)|Az =0}

le noyau de A.
L’opérateur A : D(A) C &€ — Im A est surjectif. Si Ker A = {0}, alors A est

injectif. Pour un opérateur bijectif, on peut définir 'opérateur inverse:
A D(A)cE—€

par A7ly = z si Az = y. Evidemment D (A™') = Zm A. Dans la suite nous
noterons par GL(E) 'ensemble des éléments inversibles de B(E). L’ensemble GL(E)
est un ensemble ouvert dans B(E) ([[s’81], Theorem 4.1.13, pag. 145]).

Soit A : D(A) C &€ — &£ un opérateur linéaire. Pour tout n € N, nous définissons:
A" :D(A") — &

par:
=], A=A A=A

5
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| D(A") = {z € DA™ ) |4 'z € D(4) }

quel que soit n € N.

Lemme 1.1.1 Soit f : [a,b] — & une fonction continue. Alors:

1 a+t
fin 7 [£()ds = f(a)
Preuve Nous avons:
a+t a+t

- < sup |f(s) = fla)l]

s€la,a+t]

o [ 1) ds = s

5 [16) = fla) ds

t

a

L’égalité de I’énoncé résulte de la continuité de 'application f.m

Lemme 1.1.2 Si A€ B(€) et ||A|| <1, alors I — A € GL(E) et:
(I-4)"'=> A"
n=0

Preuve Soit Y,, =1 + A+ A2+ ... + A" Alors:

1A

”Yn - Yn” <
v 1—||A]

— 0 pour n — oo.

Par conséquent, (Y},),.n est une suite Cauchy. Mais B(€) est une algebre de
Banach. La suite (Y},),.n est donc convergente. Notons Y € B(£) sa limite.
De légalité (I — A)Y, = I — A" il résulte que lim, .o(I — A)Y, = I, d’'olt
(I -—A)Y =1.

Nous obtenons Y (I — A) = I de fagon analogue.

Finalement, on voit que I — A € GL(E) et que (I — A)™" = %O: A"
n=0

&)

Remarque 1.1.3 Si || — Al| < 1, alors A € GL(E) et A™! = NZO(I — A"
Définition 1.1.4 L’ensemble:

p(A) = {X € C|(\ = A) " est inversible dans € B(E) }
s’appelle ’ensemble résolvant de A € B(E).

Proposition 1.1.5 Soit A € B(E). Alors p(A) est un ensemble ouvert.
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Preuve Définissons ’application:
¢:C— B(€)

par:

d(\) = A — A

Evidemment, ¢ est continue. Si A € p(A), alors A\l — A € GL(E) et par suite
p(A) = ¢~ (GL(E)). Comme GL(E) est un ensemble ouvert, on voit que p(A) est

ouvert.m

Définition 1.1.6 L’application:
R(.: A) s p(A) — B(E)

RMA) =M — A

s’appelle la résolvante de A.

Proposition 1.1.7 La résolvante d’un opérateur linéaire A € B(E), a les pro-
Priétés suivantes:

i) si A\, € p(A), alors:
RAA) = R(p; A) = (n = MR A R(ps A) -
it) R(.;A) est une application analytique sur p(A);
iii) si A € C et |\ > ||Al|, alors A € p(A) et nous avons:
[e.e] An
RNA) =) 7

n=0

iv) Nous avons:
dn
o RO A) = (1) R(A; A

quels que soient n € N* et A € p(A).

Preuve i) Nous avons successivement:
RN A) = R A) = (A = A) ™ = (ul — A) ™ =

= A=A (W —A=X+A)(ul—A)' =
(1= A) R(A; A)R(p; A)
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quels que soient A, pu € p(A).
ii) Soit Ag € p(A). Notons D ()\0, m) le disque ouvert de centre \g et de

rayon . Alors, pour A € D ()\0, nous avons:

1
IR A ||R(>\0;A)|| ’

M —A=[I— (A= AR A)] (Aol — A)

Mais:
[(Ao = A)R(Xo; A)[| = [Ao = Al[[R(Ao; A)]| < 1

Compte tenu du lemme [1.1.9, il résulte que:
I— (M= MNR(A\;A) €GL(E)
d'ou M — A€ GL(E) et

A=A = (I —=A)'[I QO—MRQMAW4:

= )\07 Z )\0_ )\OaA) =
= S (=1)"(A = Xo)"R(No; A"
n=0

Donc R(.;A) est analytique sur p(A).
iii) Soit A € C tel que [\ > [|A]|. Alors [\ 'A]| < 1, dou I — A'A € GL(E). De
plus:

_ > = A"
(1) =S oy 3
Par conséquent:
IKA;A)::(AI——A)_l::A‘1<I——A‘?A)_1::;E%Xézl

L’assertion (iv) s’obtient par récurrence. Pour n = 1, nous avons:

d d
—R(\: A
(A A) =

Y — (M = At =—(\ - A)? = R(\; A)?

Supposons que pour k € N, on ait:

d* K
| . k+1
SE RO A) = (FD)FR(X; A)

Montrons que:

dk+1

WRO“ A) = (=DM (k4 DIR(\; A2
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Nous avons:
korl d dk
WR(%A) =0 <WR()\7A)> =
d
= = (=" kI — A)F1] =

= (SRR (=K — 1) — A)F2 = (1R (k + D)IR(A; A)F+?

et par conséquent:

%R()\; A) = (=D)"n!R(\; A" (V)n e N*m

Remarque 1.1.8 Compte tenu de la proposition [.1.7 (iii), il résulte que:
{re CIAI > [A]l} € p(A).
Définition 1.1.9 L’ensemble 0(A) = C — p(A) s’appelle le spectre de A € B(E).

Proposition 1.1.10 Soit A € B(E). Alors:
i) o(A) # 0;

i1) a(A) est un ensemble compact.

Preuve i) Supposons que o(A) = ). Alors p(A) = C. Par conséquent, 'application
A — (M — A)~! est définie sur C. De plus, pour |A| > || A4]|, nous avons:

o A?’L
R(\A) = Z s (V)X € p(A).
n=0
Il s’ensuit que:
‘)\llim R(\ A) =0.

Donc il existe M > 0 tel que |R(X; A)|| < M, (V)X € C. Le théoreme de Liouville
([DS’67, pag. 231]) implique que R(.; A) est constante sur C et que cette constante
ne peut étre que 0. Donc (A — A)f1 = 0 pour tout A € C, ce qui est absurde.
Par conséquent o(A) # 0.

ii) Compte tenu de la proposition (iii), nous obtenons que:
o(A) c{re ClA < [[A]l}.

L’ensemble o(A) est donc borné. Comme nous avons vu que o(A) est un ensemble

fermé, il est donc compact.m
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Définition 1.1.11 Pour un opérateur linéaire A € B(E), le nombre

r(A) = sup [}l
A€o (A)

s’appelle le rayon spectral de A.

Remarque 1.1.12 Evidemment, pour un opérateur A € B(E), o(A) est contenu
dans l'intérieur du cercle de centre O et de rayon r(A). De plus, on peut montrer
que

r(4) = lim [lA"]>

n—oo

et on voit que 7(A) < [|A]].

Par la suite, nous présenterons quelques problemes concernant la théorie spec-

trale pour un opérateur linéaire fermé A : D(A) C &€ — &.
Définition 1.1.13 L’ensemble:

p(A) ={Ae€ C|A\[ — A:D(A) — & est opérateur bijectif}
s’appele l’ensemble résolvant de A.

Remarque 1.1.14 Il résulte du théoreme du graphe fermé ([DS’67, Theorem
I11.2.4, pag. 57]) que l'opérateur:

M—-A)"1:—¢&
est continu dans £.
Définition 1.1.15 L’application:
R(.:A): p(A) — B(E)
RO A) = —=A)" (V)A€ p(4)
s’appelle la résolvante de A.

Proposition 1.1.16 Soit A : D(A) C € — &, un opérateur linéaire fermé.
Alors:

i) p(A) est un ensemble ouvert et R(.; A) est une application analytique sur p(A);
ii) si A\, € p(A), alors:

R\ A) = R(ps A) = (n = NR(A A R(p; A) -
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iii) Nous avons:

%R(A; A) = (=1)"nIR(X; A"

quels que soient n € N et A € p(A).
Preuve Elle est analogue a celle de la proposition [[L1.7m

Définition 1.1.17 L’ensemble 0(A) = C — p(A) s’appelle le spectre de A.
Remarque 1.1.18 o(A) est un ensemble fermé.
Remarque 1.1.19 Il existe des opérateurs fermés qui ont un spectre non borné.
Exemple 1.1.20 Prenons & = Cjy 1) et considérons I'opérateur:

D: C[l(m — &

défini par:

Dans ce cas, nous avons o(D) = C.

Définition 1.1.21 Soit D C C un ensemble ouvert. Une application analytique:
D> A+— Ry, € B(€)
qui vérifie la propriété:
Ry~ R, = (= NR\R, , (YAueD,

s’appelle une pseudo-résolvante.

Théoréme 1.1.22 Soit D 5 A\ — R, € B(E) une pseudo-résolvante. Alors:

i) R\R, = R,Ry, (V)\,n € D;

ii) KerRy et ZmRy ne dépendent pas de A € Dy

iii) Ry est la résolvante d’un opérateur linéaire A fermé et défini sur un sous

espace dense si et seulement si KerRy = {0} et ImR) =€&.
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Preuve i) Soient A, x € D. Alors, nous avons:
Ry — R, = (1 — )‘)R/\Ru
et:
RM — RA = ()\ — [L)RMRA s
d’otut:
0= (u — )\)R)\R“ + ()\ — ,U)R“R)\

Par suite, on a R\R, = R, R.
ii) Soient y € D et x € Ker R,. Alors R,z =0. Si A € D, on a:

Ryx — Ryx = (u— A\)R\R,x

Donc Ryxz = 0. Par conséquent x € Ker R). Il s’ensuit que Ker Ry ne dépend pas
de A € D.
Soient 4t € D et y € Im R,. Alors il existe x € £ tel que R,z = y. Si A € D,

NOus avons:
Ryz — R,z = (u— A\)R\R,x
Donc:
Rz —y=(n— ARy
ou bien:

y=Rx(z+(A—-ny)

Donc il existe u = x + (A — p)y € € tel que y = Ryu. Par conséquent y € Zm R).
Il s’ensuit que Zm Ry ne dépend pas de A € D.
iii) = Si R, est une résolvante pour un opérateur linéaire A fermé et défini sur
un sous espace dense, alors Ry est une application bijective, d’ou Ker Ry = {0}
et Ry = (A — A)™". Par suite, R\ = A\ — A et D (R,\*l) = D(A) = £. Par
conséquent Zm Ry = D (R,\_l) =¢.
<= Soient D 3 A\ — R, € B(€) une pseudo-résolvante et A € D tel que Ker R, =
{0}. Alors pour y € Zm R, il existe un seul z, € & tel que y = Ryz). Mais pour
A €D, on a:

Ry — Ry = (u—A)R\Ryy

D’autre part:

R)\y — Rﬂy = R)\Ruﬂfu — R“R)\Jf)\ =
= RARMZL‘M — RARMZL‘A = R)\RM ($M - l‘)\)
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Donc z, —zy = (p — Ay, d'ot A\y — z\ = py — x,,. Par conséquent, I'opérateur:
A:Im Ry — &

Ay=Xdy—zy= y— Ry

est correctement défini (valeur indépendante de \). De méme D(A) =Zm R, = E.
Puis que Ry € B(E), il résulte du théoreme du graphe fermé ([DS’67, Theorem
I11.2.4, pag. 57]) que Ry' est un opérateur fermé. Donc A = AI — R,~' est un

opérateur fermé. De plus, on a:
Ryly=my=y— Ay= (A — A)y

Par conséquent Ry = (A — A)~! est la résolvante de A.m

1.2 Les opérateurs dissipatifs

Dans la suite, nous notons par £* I'espace dual du £ et par || . ||, sa norme.

Pour tout x € £, nous désignerons par J(z) l'ensemble:

[rree

(z,2%) = || = l|l2"|I% }

Définition 1.2.1 On dit que l'opérateur linéaire A : D(A) C € — & est dissi-
patif si pour tout x € D(A), il existe x* € J(z) tel que Re(Az,xz*) < 0.

Dans la proposition suivante nous présentons une caractérisation tres utile pour

les opérateurs dissipatifs.

Proposition 1.2.2 Un opérateur linéaire A : D(A) C € — & est dissipatif si et

seulement st pour tout o > 0 on a:
(el = A)z|| = oz, (V)= € D(A).

Preuve = Supposons que A : D(A) C &€ — & est un opérateur dissipatif. Pour
tout x € D(A), il existe z* € J(z) tel que Re(Ax,z*) < 0. Si a > 0, alors nous
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avons:
(el = A)z| ||| = [[(ad = A)z| l="]], =
> |{((ad — A)z,z")| > Re((al — A)z,2*) =

= Relax,z*) — Re(Az,z*) > ofjz|*

d’ou il résulte I'inégalité de 1’énoncé.
<= Soit A: D(A) C &€ — & tel que pour tout > 0 et x € D(A) on ait:

(el = A)z]| = o]
Soit y* € J ((al — A)x). On a donc:
(ol = A)z,yz) = |l(al = Az|* = |lyall;

d’ou:
lyall, = (el = A)z|| > af|z]]
Nous définissons:

o Ya
“ o llyall

et désignons par B;(£*) la boule unité de £* et par 0B;(E*) sa frontiere. Il est

évident que 2z} € 9B;(€*). De plus:

allzl < (el = A)z|| = (ol = A)z, y;,) =

*
lyal.

= <(aI - A)ZL‘, Z;)
et par conséquent:

allz]] < Re((al — A)z, 2%) = Reax, z) — Re(Ax, z1) <
al(z, ) = Re(Az, z;) < aflz| |z, — Re{Az, z;) =

= allz]| = Re(Az, z;)

IN

Il s’ensuit que:
Re(Ax,z2) <0
d’ou:

—Re(Az, z;) < [(Az, ;)| < || Az[| [[2]], = [|Az]

alls
et par conséquent:
al[z]] < aRe(z, z;) + || Az|
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Donc:
. 1
Re(z, z,) > ||z — EIIAHCII

D’autre part, en appliquant le théoreme d’Alaoglu ([DS’67, Theorem V.4.2, pag.
424]), on voit que la boule unité B;(E*) est faiblement compacte. Par conséquent,

il existe une sous suite (2} C (2 et il existe z* € B1(E*) tel que:
B a/a>0

B>0
zp— 2" si F— 00
pour la topologie faible. Comme on a

Re(Ax, z5) <0

et
. 1
Re(z, z5) > ||lzf| — BHA:CH :

on obtient par passage a limite en § — oc:
Re(Az, 2"y <0

et:
Re(x,2") > [|=||

Mais comme:

Re(x, z%) < |(z,25)| < |l < [lzl|

il s’ensuit que:

(z,2%) = [|l«|
Si nous prenons z* = ||z||z*, il vient:
(w,2%) = (@, [|l2[|2") = z[l{z, ") = |||

Il en résulte que z* € J(z). Finalement, on voit que Re(Azx,xz*) < 0, d’ou 'on

tire que l'opérateur A est dissipatif.m

Proposition 1.2.3 Soit A: D(A) C € — & un opérateur dissipatif. S’il existe
ag > 0 tel que Im (apl — A) =&, alors pour tout « >0 on a Zm (ol — A) =E.

Preuve Soient A : D(A) C € — &£ un opérateur dissipatif et ag > 0 tel que
Im (apl — A) = E. Compte tenu de la proposition [[.2.3, on voit que:

(ol = A)zl| > aollzl ,  (V)z € D(A)
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et comme Zm (ool — A) = &, il en résulte que apl — A € GL(E) et ay appartient
donc bien a p(A). Soit (z,)nen C D(A) tel que x,, — x et Az,, — y si n — oc.
Il est clair que:

(gl — A)x,, — apr —y si n— oo
et par conséquent:
z, = R(ag; A)(apl — A)x,, — R(ag; A)(apr —y) si n— oo.
Par suite, nous obtenons:
R(ap; A)(apr —y) =
Comme Zm R(ap; A) C D(A), on voit que = € D(A). De plus:
(vl —A)x=apx —y ,

d’ou il résulte que Ax = y. Par conséquent, A est un opérateur fermé.

Nous désignerons par A ’ensemble:
{a €]0,00) |[ZTm(al — A) =&}
Soit o € A. Comme A est un opérateur dissipatif, on voit que:
(e = A)z| = al[z]] , (V)z € D(A),

d’out il résulte que a € p(A). Puisque p(A) est un ensemble ouvert, il existe un
voisinage V de « contenu dans p(A). Comme VN|0, c0) C A, on voit que A est un
ensemble ouvert.

Soit (ap)nen C A tel que a,, — «a si n — oo. Comme Im (o, — A) = €,

(V)n € N, on observe que pour tout y € &, il existe x, € D(A) tel que:
(o — Az, =y , (V)n €N,
et par suite, il existe C' > 0 tel que:
foall < Il SC . (MneEN.
Par conséquent:

||ty — Tl < (] — A)(Tn — 20)|| =
= |amd = A)xy — (@] — A)zp| = |lmzn — Az, — yl| =
= |lamzn — @y + @z, — Az, — yl| =

= [l(am —an)zn +y —yll = [om — anlllanl| < Clom — ol
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d’out il résulte que (x,),en est une suite de Cauchy. Puisque £ est un espace de
Banach, il s’ensuit que (x,),en converge vers un point x € £. Alors, on en déduit
que:

Ar, — ar—y si n— o0

et comme A est un opérateur fermé, on obtient x € D(A) et ax — Ax = y. Par
suite, Zm (al — A) = € et @ € A. Donc A est fermé dans |0,00) et comme il

existe ag € A, nous déduisons que A =|0,00).m

1.3 Semi-groupes uniformément continus

Dans la suite nous présenterons quelques probléemes concernant les semi-

groupes uniformément continus d’opérateurs linéaires bornés sur un espace de Ba-

nach £.

Définition 1.3.1 On appelle semi-groupe uniformément continu d’opérateurs li-
néaires bornés sur & une famille {T'(t)},~, C B(E) vérifiant les propriétés sui-
vantes:

i) T(0) = I;

i) Tt+s)=T)T(s) , V)t,s>0;

iii) imy o [|T'(t) — I]| = 0.

Définition 1.3.2 On appelle générateur infinitésimal du semi-groupe uniformément

continu {T'(t)},5o l'opérateur linéaire:

A E—E
T(t)—1

A =1lim
N0

Lemme 1.3.3 Soit A € B(E). Alors {em}t>0 est un semi-groupe uniformément

continu d’opérateurs linéaires bornés sur € dont le générateur infinitésimal est A.

Preuve Soit A € B(E) et [0,00) 5t — T(t) € B(E) une application définie par:

Tt) == 1

k=0
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La série du membre de droite de 'égalité est convergente pour la topologie de la
norme de B(E). De plus, il est évident que T(0) =1 et T'(t +s) = T(t)T(s) quels
que soient t,s > 0.

Compte tenu de I'inégalité:
1T — 1l <eM =1 (V) =0,

il résulte:
lin [ T#) — 7] = 0

Donc la famille {7'(¢)},., C B(£) est un semi-groupe uniformément continu.

D’autre part, puisque:

k Ak
PO A= [ e = (S5 ) -
k=0 k
0 kAk 100 k A k
- H <I+tA+Z——I—tA> Zt” 1" _
t*)| All* 1 #A|
= (e S HEE o) = (e 1) -
A=Al —0 s N0
= S A - Al — 0 s £N\0,
A
nous obtenons:
limiT(t)_[:A
t\,0 t

Le semi-groupe {7T'(t)},5, admet donc pour générateur infinitésimal I'opérateur
Am

Lemme 1.3.4 Etant donné un opérateur A € B(E), il existe un unique semi-

groupe uniformément continu {T'(t)},, tel que:
T(t)=¢€4 | (V)t>0.

Preuve Si {S(t)},- est un autre semi-groupe uniformément continu engendré par

A, nous avons:

lim L(t) —! =A
t\.0 t
et:
-1
lim S(®) =A

t\.0 t



1.3. SEMI-GROUPES UNIFORMEMENT CONTINUS 19

Par conséquent:
T(t) -5
t

lim
N0

|-

Pour a €]0,00), nous considérons l'intervalle I, = [0,a[. Comme {T'(t)}, et
{S(t)},50 sont des semi-groupes uniformément continus, nous voyons que le; ap-
plications:

t— T@)]

et:
t— [[S@)]

sont continues. Il existe ¢, € [1,00) tel que:
sup (TS} < co

Sie > 0, il existe ty € I, tg > 0, tel que:

||T(t) —S(t)

t Hgi (Wt €0, b

Soit ¢ € I, arbitrairement fixé et n € N tel que £ €]0,%,[. Alors:

ri-s00 - 1 (o2)] - s 02 -
)5(05) -7 (- ) 5(13)
2 (086l

)00
R [HORORS

quel que soit t € 1,.
De I'inégalité:

nous obtenons:
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et par suite:

n—1
et
IT(t) =S <> ca—s—ca<e , (Ntel,.
k=0 al
Puisque € > 0 est arbitraire, il en résulte que T'(t) = S(t), pour tout ¢ € I,. Mais,
comme a €)0,00) est aussi arbitraire, il s’ensuit que T'(t) = S(t), (V)t € [0,00).m
Présentons maintenant la condition nécessaire et suffisante pour qu’un opérateur

soit le générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformément continu.

Théoreme 1.3.5 Un opérateur A : £ — & est le générateur infinitésimal d’un
semi-groupe uniformément continu si et seulement si A est un opérateur linéaire

borné.

Preuve —> Soit A : £ — & le générateur infinitésimal d’un semi-groupe uni-

formément continu {T'(t)},5, C B(E). Alors:

lin I 7(6) 1] =0

t

L’application [0, 00) 5 t +— T'(t) € B(E) est continue et par suite [T(s) ds € B(E).
0

Avec le lemme [[.1.1], on voit que:

Il existe donc 7 > 0 tel que:

T

%/T(t)dt—]

<1

Compte tenu de la remarque [[.T.3, I’élément % JT(t)dt est inversible, d’ou il s’ensuit
0

que [T'(t) dt est inversible. Nous avons:
0

T T

T(h;L_IO/T(t)dt:% O/T(t+h) dt—O/T(t)dt -
;T h
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Avec le lemme [[.1.7], nous obtenons:

_ T(h)—1 7 B
g@f—77——!Tuyﬁ_

1 T+h 1 0+h
fl}{% ET/T(u)du—ﬁO/T(u)du]:
I

= T()-TO)=T() -1 |

d’ou:
- -1

/ T(t) dt

0

_ T(h) —1
= =T -1

Par conséquent, le générateur infinitésimal du semi-groupe uniformément continue

{T'(t)} >, est P'opérateur:

-1

€ B(€)

T

/ T(¢) dt

0

A= [T(r) - 1]

<= Cette implication est évidente compte tenu du lemme [.3:3 et du lemme [.3.4m

Corollaire 1.3.6 Soient {T'(t)},5, un semi-groupe uniformément continu et A
son générateur infinitésimal. Alors:
i) il existe w > 0 tel que ||[T(t)] <e“t , (W)t >0;
ii) Uapplication [0,00) 3 t — T'(t) € B(E) est différentiable pour la topologie de
la norme et:

dT(t)

L= AT =T(MHA , (20,

Preuve i) Nous avons:
T =[] < e, ()t > 0.
Pour w = || A]|, nous obtenons I'inégalité:
7O <e ()t =o0.

L’assertion (ii) provient des égalités suivantes:

A =lim L(t) —! = lim 7T(t) — 1)
N0 t t\.0 t—20

Y
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nous en déduisons que ’application considérée est dérivable au point ¢t = 0.
Soient t > 0 et h > 0. Alors:

’T(t + hf)L Tt A <
s [ S
d’ou:
oy T(t+ h})L T il - o

Par conséquent, ’application considérée dans 1’énoncé est dérivable a droite et on

* d+T(#)

dt
Soient t > 0 et h < 0 tel que t+ h > 0. Alors:

= AT(t) , (V)t>0.

T(t+hf)L 7Oy <
e [
< T(%z‘] AT(—h)|| 014l
d’ou il vient:
i TEED =TO

h, 70 h
Par conséquent l'application considérée dans I’énoncé est dérivable a gauche et

nous avons:

S AT, (9> 0,

Finalement on voit que l'application considérée dans 1’énoncé est dérivable sur
[0, 00) et nous avons:

T (t)
= AT() (V0.

On vérifie que AT(t) =T(t)A , (V)t > 0.m

Maintenant abordons quelques problemes de théorie spectrale pour un semi-
groupe uniformément continu {7'(t)},, ayant pour le générateur infinitésimal
V'opérateur A € B(E).

Théoréme 1.3.7 Soient {T'(t)},., un semi-groupe uniformément continu et A

son générateur infinitésimal. Si X € C tel que Re\ > ||A||, alors Uapplication:

R)\Zg—>€ s
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Ryx = /e_/\tT(t)x dt
0
définit un opérateur linéaire borné, A € p(A) et Ryx = R(\; A)x , pour tout x € £.

Preuve Soit A € C avec ReX > ||Al|. Avec le corollaire [.3.4 (i), on voit que:
IT@) < e (v)t > 0.

De méme, nous avons:

ety < e EAI Y () e,
et: 00
/ eEeAfA gy 1
ReX — ||A]|

0
L’application Ry est donc bornée et il est clair que R) est linéaire.

Pour = € &€, nous avons:

o0 [e.o]

d
R\Azx = /e_MT(t)Ax dt = /e_MﬁT(t):c dt =
0 0

= —x+ )\/e’)‘tT(t)x dt = —x + AR\z |
0

d’ott x = R)\(A] — A)x, pour tout z € €. Par conséquent Ry(A — A) = 1.

De méme, nous avons:

8

e MT(t)x dt = /e_/\tAT(t)x dt =
0

ARAZL‘ = A

o

[e.e]

— / e MT(t) A dt = RyAx , (V)a € €.
0

Par suite, on a ARy\x = RyAx = —x + AR)x, pour tout x € £. Il en résulte que
(M — ARy =1.
Par conséquent A € p(A) et Ry = R(\; A).m

Définition 1.3.8 Lopérateur Ry : £ — & défini par:

Ryx = /e*’\tT(t)x dt , )€ C avec Rel > ||A|,
0

s’appelle la transformée de Laplace du semi-groupe uniformément continu {T'(t)},-,

ayant pour générateur infinitésimal [’opérateur A.
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Remarque 1.3.9 On a:
A€ CIReA > [[All} € p(A)

et:
o(A) c {A € C|ReA < ||A|} .

De méme, nous obtenons:
RXNVA|| < ———
pour tout A € C avec Rel > || Al

Pour obtenir des représentations de type Riesz-Dunford et de type Bromwich,

on a besoin d’une classe spéciale de contours de Jordan.

Définition 1.3.10 Un contour de Jordan lisse et fermé qui entoure o(A), s’appelle
un contour de Jordan A-spectral s’il est homotope avec un cercle C, de centre O

et de rayon r > ||A]|.

Théoréme 1.3.11 (Riesz-Dunford) Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe uniformément continu {T'(t)},5o. Si 'a est un contour de Jordan A-
spectral, alors nous avons:
1
T(t)=— [eMR(\; A dx , (V)t>0.
2
Ta
Preuve Soit 'y un contour de Jordan A-spectral. Alors I'4 est homotope avec
un cercle C,. de centre O et de rayon r > ||A||. Par conséquent, on a:

1

At At . > 0.
/ R(\; A) d) = 2m/e ROGA) AN, (W)t >0

s T

27rz

Compt tenu de la proposition [[.1.7 (iii), on voit que:

o An
n=0

uniformément par rapport a A sur les sous-ensembles compacts de {A € C| [A| >

| Al }, particulierement sur le cercle C,. On a:

1 At A A"
i / R(A;A)d 2m / Z )\"H

T

© 1q e)\ .
S 51 [ e M
n= CT
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Appliquons la formule de Cauchy ([DS’67, pag. 228]) avec la fonction f(\) = e,
nous obtenons:

1 eAt n
s [ A= . (neN
Cr

Tl

Par conséquent:

1 A"
— / MRONA) A=Y T == T(t) . (V> 0m
2mi = n!

La
Théoréme 1.3.12 (Bromwich) Soient {T'(t)},5, un semi-groupe uniformément

continu et A son générateur infinitésimal. Si a > ||Al|, alors nous avons:

1 a+i0co
T(t) =— / e R(z; A) dz
2mi e

et lintégrale est uniformément convergente par rapport a t sur les intervalles com-

pacts de |0, 00).

Preuve Soit a > ||A||, pour R > 2a nous considérons le contour de Jordan lisse

et fermé
Mp=T5UT
ol
I'y = {a+ir|r € [-R, R]}
et

” 3
I'p= {a+R(cos<p+isin<p) (@ € E, g} }

Remarquons que pour z € FIR on a:
|z| = la+it| > a > [|A]
De méme, si z € ['y, alors nous avons:

|z] = Ja+ (cosg+ising)| =|a—[—R(cosp +isinyp)]| >
> |lal =] = R(cosp +ising)|| = |a = R = R —a > |A]

Par conséquent, z € I'g implique z € p(A). De plus, on voit que I'g est homotope
au cercle C' de centre O et de rayon R — a. Il s’ensuit donc que I'g est un contour
de Jordan A-spectral et avec le théoreme de Riesz-Dunford nous obtenons:

1
T(t) = 5 / IR(z AV dz (V> 0,
g
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pour tout R > 2a. Il en résulte:
T(t)=L(R) +L(R) , (t=0,

pour tout R > 2a, ou nous avons noté

/ 1
L(R) = — [e"R(z;A) dz

271 /

et

Montrons que

.1 .
— | e*'R(z; = V)t > 0.

Tr

Compte tenu de la proposition [[.1.7] (iii), on voit que:
o An

n=0

la série de la partie droite de I'égalité étant uniformément convergente par rapport
a z sur les sous-ensembles compacts de {z € C| |z| > ||A]|}, particulierement sur

['s. 1l sensuit que:

B [e’e] 1 ezt "
'R =Y —/Zn+1A dz | =

9
= mF}
1 ezt [ee) 1 ezt
— | =[S a1 —/ dz | A" (W)t >0,
27?2'/ : +nz::1 2mi ) zntt : ()t =
FR FR
pour tout R > 2a. Notons
1 e
AR)=|— | —dz|I
() 2mi )z :
r

Pour l'intégrale A;(R), avec la paramétrisation suivante

T 371

z=a+ R(cosp +ising) , ¢¢€ {5,7
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on obtient:

3

1 2 6t(a+Rcos<p+isin<p)
271 /

R(—sinp+icosp)dp| I =
z

NIE]

37
2

R 1
— 2—€t / tRcosgoeztRsmLp (COS(p+ZSlH(p) dQO T
v

s
2

Il en résulte que:

37

R a / COS
JAR)| < et [ fettess

itRsin @

1 .
e —|cosp +isinp|dp <

2]

IA

il
2

— tRcoscpd
27TR—a / 7
3

parce que z € I'y, implique

|z| = |a+ R(cosp +ising)| > R—a

donc
1 _ 1
2] R—a
De I'inégalité R > 2a, on obtient 2R — 2a > R, d’ou
R
<2
R—a

Par conséquent:

[A(R)]| < e dp (V) >0,

e
ml:!\wr;‘o

pour tout R > 2a. Soient 0 < t; < ty et t € [t1,t3]. Pour tout R > 2a et tout

X< [%’?ﬂ on a

6tRcos © S 1

Comme

lim e'f*¥ = ()

)
R—o0
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avec le théoreme de la convergence bornée de Lebesgue il résulte que

3
2

lim [ ef5? dp =0
R—o0

NIE]

et par conséquent
lim A,(R)=0

R—o0
uniformément par rapport a t € [ty, t5].

Soit maintenant 1'intégrale

2t

€ n
; 2m/z"+1 dz] 4

A

R
Pour tout ¢ € [t1, 5] et tout R > 2a on a:

3T
tR cos ¢ <1 V4 [I _]
€ <1, (Mee€|5 3

On voit que:

/ ezt d - Reta
z —_—
/ zn+1 — (R . a>n+1

R

etRcosap d(,O S ﬂ_em

wlﬂ\wr;‘:

(R —a)r*!

Puisque R > 2a > a + ||A]|, il vient:

zt

||A||” € - ||A||
il < S G [ e < TS (4

n:l

R

et comme

[A]
— <1
R—a ’
il en résulte que:
[Al R 1
2 R—a R—a—|A|| ~’

IB(R)| < e
quel que soit R > 2a. Donc
R—o0
uniformément par rapport a t € [t1,t3]. Il s’ensuit donc que

lim I, (R) =0 |,

R—o0
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uniformément par rapport a t € [t, to].
Par conséquent:

1 1 Re A ico
T(t) = lim — /eZtR(z;A) dz = — / e'R(z; A)dz

R—o0 271 271

F”R Re A\—ioco

uniformément par rapport a t sur les intervalles compacts de |0, 00).m
Nous finissons cette section avec le théoreme spectral pour les semi-groupes

uniformément continus.

Théoréme 1.3.13 (spectral mapping) Soit A le générateur infinitésimal du

semi-groupe uniformément continu {T'(t)},5,. Alors:
"W =g (T(t) , (V)t>0.

Preuve Montrons que e C o (T(t)) , (¥)t > 0.

Soit £ € 0(A). Pour A € p(A), Papplication:
ot oMt

ge(A) = o

est analytique dans un voisinage de o(A). Compte tenu du théoreme [.3.11], on
voit que:

S — et = (€1 — A)ge(A)

Si et € p(T(t)), alors il existe Q = [egtl — T(t)}_1 € B(€). Par conséquent:

I'= (61— A)ge(A)Q

d’ot il résulte que € € p(A), ce qui est absurde. Donc et € o (T'(t)) et par suite
et c o (T(t)).

Montrons que o (T'(t)) C et

Soit u € o (T'(t)). Supposons par absurde que u & €. Alors pour A € p(A),
I’application:

h(\) = (,u - e’\t)_l

est définie sur un voisinage du o(A). Donc:

h(A) (,u] — etA) =1
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et il en résulte que p € p(T(t)) et cela est absurde. Par suite u € e, d’ou

o (T(t)) C ™. Finalement on voit que:

1.4 Notes

Les notions préséntées dans cet chapitre se trouvent en majorité des travaux concernant les semi-

groupes d’opérateurs linéaires. Pour les propriétés de la pseudo-résolvante, on peut consulter

[Pa’83-1], pag. 36].
De méme, on peut trouver les opérateurs dissipatifs dans [[Pa’83-1, pag. 13], [Da’80,
pag. 52] et [Ah’91], pag. 30]. Une jolie généralisation pour ces opérateurs est donnée dans

[CHADP’87, pag. 61].

Le théoreme a été montré pour la premiere fois indépendemment par Yosida dans
[ et par Nathan dans [Na’35]. Nous avons consulté aussi les preuves données par Pazy
dans [Pa’83-1], pag. 2], Ahmed dans [[Ah’91], pag. 4] et Davies dans [[Da’80|, pag. 19]. Compte
tenu du ce théoreme, on peut introduire la transformée de Laplace pour un semi-groupe uni-
formément continu et on peut montrer le théoreme et le théoreme comme des
applications du calcul fonctionnel de Dunford ([DS’67, pag. 568]). Pour le théoréme on
peut consulter [Pa’83-1], pag. 25].



Chapitre 2

Semi-groupes de classe ()

2.1 Définitions. Propriétés élémentaires

Dans le cadre de ce paragraphe, nous introduisons une classe plus générale
que la classe des semi-groupes uniformément continus et nous étudions leurs pro-

priétés élémentaires.

Définition 2.1.1 On appelle Cy-semi-groupe (ou semi-groupe fortement continu)
d’opérateurs linéaires bornés sur € une famille {T'(t)},», C B(E) vérifiant les
propriétés suivantes: )

i) T(0) = I;

i) Tt+s)=T)T(s) , V)t,s>0;

iii) imp o T () =2 , (V)z €.

Définition 2.1.2 On appelle générateur infinitésimal d"un Co-semi-groupe {T'(t)} .,

un opérateur A défini sur ’ensemble:

D(A) = {x € & |lim TMr=w existe }
t\.0 t
par:
Ar = Tim LDTZT e DAY,
t\,0 t

Remarque 2.1.3 Il est clair que le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe

est un opérateur linéaire.
Remarque 2.1.4 Puisque:
[T ()x — xf| < | T(E) — 1| [|]]

31
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pour tout x € & et tout ¢ > 0, il en résulte que les semi-groupes uniformément
continus sont Cy-semi-groupes. Mais il existe des Cp-semi-groupes qui ne sont pas

uniformément continus, comme nous pouvons le voir dans les exemples suivants.
Exemple 2.1.5 Soit:
Cl0,00) = { [ :[0,00) — R| f est uniformément continue et bornée}

Avec la norme || f|lcjo,00) = SUPqe(0,00) |.f ()], P'espace C[0, 00) devient un espace de

Banach. Définissons:
(Tt f)(a)=ft+a) , (V)t>0etac]0,o00).

Evidemment T'(t) est un opérateur linéaire, et, en plus, on a:

i) (T(0)f) (@) = f(0+a) = f(a). Donc T'(0) = I;

i) (Tt+s)f) (@) = ft+s+a) = (TE)f)(s+a) = (TOT(s)f)(a), (V)f €
C[0,00). Donc T'(t + s) = T(t)T(s), (V)t,s > 0;

i) Timoo [ T0)F = Fllogoey = oo {SBacion 11+ a) = fla)]} = 0, (9)f €
C[0, 0).

De méme, nous avons:

1) flleo,00) = ESBPOO)KT(t)f) (@) = sup [f(t+a)]=

@ a€[0,00)

= sup \f(5)|§58up B = [ flleooey > (V) =0

Done ||T(t)[] = 1, (V)t > 0. Par conséquent {T'(t)},, est un Cp-semi-groupe
d’opérateurs linéaires bornés sur C[0, o0), nommé le Cy-semi-groupe de translation
a droite.

Soit A : D(A) C C[0,00) — C[0, 00) le générateur infinitésimal du Cyp-semi-groupe
{T'(t)}>0- Si f € D(A), alors nous avons:

uniformément par rapport a «. Par conséquent:
D(A) C {f €C[0,00) |f" € C[0,00) }
Si f € C[0,00) tel que f" € C[0, 00), alors:

HT(t)f -/

t f

= sup ‘
C[0,00) a€[0,00)
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Mais:

~

~ e )| =

1 a+t
< 5 [1Fm) = Fa) dr —0

uniformément par rapport a o pour ¢ \, 0. Par suite:

HT(t)f —f

; —f — 0 si t\,0,

C[0,00)

d’ou f € D(A) et:
{f €Cl0,00)|f €C[0,00)} C D(A)

Par conséquent D(A) = {f € C[0,00) |f' € C[0,00)} et Af = f'. Comme cet
opérateur est non borné, compte tenu du théoréme [[.3.3, il ne peut pas engendrer

un semi-groupe uniformément continu.

Exemple 2.1.6 Considérons l'espace L,]0,00), 1 < p < oo, avec la norme:

£, = { [i@r da}
0
Avec cette norme, L,]0,00), 1 < p < 00, est un espace de Banach. Définissons:
(T f)(a)=ft+a) , (V)t=0eta€l0,o0).

Nous avons:

Al

1T fll, = [(T@)f) (@) da}p = {/\f(ozﬂ)\” da} =

ek dﬁ}p < {/|f(ﬁ)|” dﬁ}p = 1171,

Donc || T(t)|| =1, (¥)t >0
Il est évident que T'(0) = et T'(t +s) =T (t)T(s), (V)t,s > 0.
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De plus, on a:

B =

lim |I7(2)f = /1, —y\ng{ﬂ ()" da} =

= ,lsi{rol{o/‘faﬂ — (a)\pda} =0 .

Par suite {T'(t)},-, est un Cp-semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur L,|0, c0).
Soit A : D(A) C L,)0,00) — L,]0,00) le générateur infinitésimal du Cp-semi-
groupe {T'(t)},- Si f € D(A), alors nous avons:

uniformément par rapport a «. Par conséquent:
D(A) C {f € L,]0,00) |f" € L,]0,00) }

Si f € L,]0,00) tel que f € L,]0, 00), alors on a:

rof-f L _[A@on@-re . P\
H ; _fp_{o/ p — f(a) da}.
Mais:
‘(T(t)f)((;)—f(a) _ ) _‘f(aﬂi S )—f’(a) _
att att ot
= | [T = e - ren e —o
uniformément par rapport a a si t \, 0. Alors:
HL@){_f—f’ 0 s N

et on voit que:

{f € L,]0,00) | f" € L,]0,00) } C D(A)

Par conséquent:

D(A) = {f € Ly]0,00) |f" € L]0, 00) }

et Af = f'.
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Théoréme 2.1.7 Soit {T'(t)},5, C B(E) une famille ayant les propriétés:
i) T(0) =1I;

i) T(t+s)=T)T(s) , (M)t,s>0.

Les affirmations suivantes sont équivalentes:

iii’) im0 T'(t) = I dans la topologie forte;

ii6”) limy o T'(t) = I dans la topologie faible.

Preuve i) = iii"”) Cette implication est évidente.
i13") = i4i") Supposons que:

Ilfl\l’rol Tt)=1

dans la topologie faible. Alors, pour tout = € £ et tout z* € £* on a:

Ilfi\r%(T(t)x, *) = (x,x")

Si ty > 0, alors pour tout h > 0, nous obtenons:

[(T'(to + h)z,x") — (T'(to)x, )|
= [T(to)T'(h)z, ") — (T (to)z,2")| =
= |[T(t)[T(h)x —x],2*)] — 0 si h\,0,

quel que soit x € £ et x* € £*. Par suite, I'application:
[0,00) 2t — T(t) € B(E)

est faiblement continue & droite sur [0, c0) et on voit qu’elle est faiblement continue
sur ]0,00). En particulier, elle est faiblement mesurable sur |0,00). Pour z € £

arbitrairement fixé, considérons ’application:
0,00) 5t — T(t)z €&

et désignons par:

ImT(.)x={T(t)x|t € [0,00)}

son image. Supposons que I’ensemble:
K:={T(q)zlg e QL} CImT(.)x

n'est pas dense dans Zm T'( . )x. Alors, il existe tg € [0,00) tel que T'(ty)z €
ImT(.)z et:
d(T(to)x, L) >0
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En appliquant un corollaire du théoreme de Hahn-Banach ([DS’67, Corollary
I1.3.13, pag. 64]), on voit qu’il existe = € £* tel que:

<k3n>x8> =0 , (Mkoek,

et:
(T(to)z, wg) =1
Soit t,, € Q7 tel que lim,, . t, = . Alors, compte tenu de la continuité faible de

I’application considérée, il vient:

0= lim (T (t,) z,z5) = (T(to)x,z5) =1

n—~0o0

ce qui est absurde. Il s’ensuit que:

Kie=ZImT(.)x

pour tout z € £. Par conséquent, 'application considérée a une image séparable.
En appliquant le théoréeme de Pettis ([Hi’48, Theorem 3.2.2, pag. 36]), il vient
que cette application est fortement mesurable sur |0, 00). Alors, il résulte que pour

tout z,, € £ avec ||z|| < 1, I'application:
ITCHI = sup [[T(. )an|| < oo
neN

est mesurable sur |0,00). Montrons que 'application ||T( . )| est bornée sur les
intevalles [, 5] C]0, 00). Compte tenu du théoreme de Banach-Steinhaus ([DS’67,
Theorem I1.1.11, pag. 52]), il est suffisant de montrer que ||T(.)z|| est bornée sur
les intervalles [« 3], pour tout = € £. Soient «, 5 €]0,00). Supposons qu'il existe

xo € & tel que pour tout M > 0 on puisse trouver s € [«; 5] tel que:
1T (s)zoll > M
Donc il existe t,, € |«, 5], n € N, tel que:

lim t, =7 € [a, (]

n—oo

et:
|T(ty)xol| >n , (V)n € N.

D’autre part, application ||7°( . )xo|| est mesurable sur |0, 00). Donc il existe une

constante ' > 0 et un ensemble mesurable F C [0, 7] avec m(F) > 7 tel que:

sup ||T(t)xo]| < K
teF
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Si nous considérons:

E,={t,—nne FN[0,t,]} ,

on voit que E, est un ensemble mesurable et pour n suffisamment grand, nous
obtenons:

m@wz%

Alors, pour tout n € FN[0,¢,], n € N, nous avons:

n < T(n)woll < T =) Tzl < T —m)lE

IT(t)]| > . (W)t €E,.

==

Si nous notons:

E=limsup E, = ﬂ UEk 5

neN n>0k>n
alors on voit que:

m(E) > B

et:
[T@)[[ =00 , (V)teE

ce qui est absurde. Par conséquent, il existe M > 0 tel que:
Tl <M , (Ve o,
Soient «, 3,t,ty €]0, 00) tel que:
O<a<t<f<ty
et ¢ > 0 tel que 8 < tg — e. Alors pour tout x € £, 'application:
[, B] 5t — T(to)zr =T )T (tg —t)z € &

ne dépend pas de t, donc elle est Bochner intégrable par rapport a t € [, (] et

pour tout x € £ on a:
(B—a)[T(ty £ e)x —T(to)x] dt =

B
= /T(t) [T(to e —t)x —T(to —t)z] dt
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d’ou:

|16 =l T(to + e)x — T(to)x|| <

B
< JIT@IIT (%= = )z = Tty — t)al| dt <
to—a
M / IT(r£e)z — T(Na|dr — 0 si e\ 0 |
to—03
compte tenu de [[H’48, théoreme 3.6.3, pag.46]. Il s’ensuit que 'application:

VAN

[0,00) 3t — T(t) € B(E)

est fortement continue sur ]0, co).

En particulier, pour x € £ arbitrairement fixé, I’ensemble:
X ={T(t)x|t € [0,1]}
est séparable. Donc il contient une partie dénombrable dense:
Xy = {T(t,)z|t, €]0,1[, n € N}
Par conséquent, il existe une suite (z,),.n C &0 tel que:

lim [z, — zf| = lim |7 (t,)z — 2| = 0

Comme:
[T ()2 — x| <
< NT@)e =T+ tn)zl| + 1T+ tn)z = T(tn)zl| + [T (tn)z — zf| <
< TN Nz =T ()l + T + tn)z = T(tn)al| + [T ()2 — 2| <
< (SUP 1T + 1) T+ tn)r = T(tn)zl|
t€[0,1]
il vient:
1% Ttx=2 , (Mzef
et par conséquent:
limT'(t) =1
N0

dans la topologie forte.m
Dans la suite, nous considérons la topologie forte pour étudier les propriétés

des Cp-semi-groupes.
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Théoréme 2.1.8 Soit {T'(t)},5, un Co-semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés.
Alors:
i) il existe T >0 et M > 1 tel que:

T <M, (V)tel0,7];
it) il existe w € R et M > 1 tel que:

1T < Me*t ,  (V)t>0.

Preuve i) Supposons que pour tout 7 > 0 et tout M > 1, il existe ¢t € [0, 7] tel que
IT(t)|| > M. Pour 7 = L et M =n € N*, il existe ¢, € [O, H tel que || T(t,)] >
n. Donc la suite (||7(2,)]]),.e
bornée pour tout x € &, alors compte tenu du théoreme de Banach-Steinhaus
([DS’67, Theorem II.1.11, pag. 52]), il en résulterait que (||7°(t,)|),en- Serait

bornée, mais cela contredit I'affirmation précédente. Donc il existe zy € £ tel que

N+ €st non bornée. Si la suite (||7(t,)x|]), cn- était

(|7 (tn)zo||) ,en~ SOit nON bornée. D’autre part, compte tenu de la définition P.T.1]
(iii), il résulte que lim,, . ||T'(t,)xo|| = o et cela est contradictoire.
ii) Pour A > 0 et t > h, nous noterons m = {ﬂ € N*. Compte tenu du théoreme

de division avec reste, il existe r € [0, h) tel que ¢t = mh + r. Alors:

1T = NTmh)T)| < NTE)I™ (T <
< M™M < Mew™mM

L’inégalité de I’énoncé en résulte en prenant w = %ln M.m

Corollaire 2.1.9 Si{T'(t)},, est un Cy-semi-groupe, alors l’application:
0,00)2t+—T(t)x €&

est continue sur [0,00), quel que soit z € E.

Preuve Soient g, h € [0,00) et x € £.

Si ty < h, nous avons:

IT(to + W) — T(to)z]) < IT(to)|| IT(R)x - 2 <
< Me |T(h)x - 2
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Si tg > h, nous obtenons:

1T (to = h)x = T(to)|| < [|T(to = W 1T (h)x — =[] <
< M| T(h)z — z

La continuité forte en t, de 'application considérée dans 1’énoncé est évidente.m

Définition 2.1.10 On dit que le Co-semi-groupe {T'(t)},, est uniformément borné
sl existe M > 1 tel que:

Tl <M, (V)i =0.

Théoréme 2.1.11 Soit {T'(t)},-, un Co-semi-groupe pour lequel il existe w € R
et M > 1 tel que:
T < Mt . (Wi >0

Alors la famille {S(t)},5o C B(E), o
St)y=e'T(t) , (V)t>0,
est un Cy-semi-groupe ayant la propriété:
SOl <M (V)¢ =0.

De plus, si A est le générateur infinitésimal du Co-semi-groupe {T(t)},5¢, alors le

Co-semi-groupe {S(t)},5o a pour générateur infinitésimal l'opérateur B = A —wl.

Preuve Dans les conditions du théoreme, il est évident que {S(t)},-, est un Co-

semi-groupe et:
IS@)|| = [l T(t)]| < e Met =M, (V)t > 0.

Donc {S(t)},5, est un Cp-semi-groupe uniformément borné. Soit A le générateur
infinitésimal du Cy-semi-groupe {7'(t)},-,. Si B est le générateur infinitésimal du

Co-semi-groupe {S(t)},s,, alors pour tout x € D(A), nous avons:

_ —wh _
lim Sh)x—x lim & T(h)x —x _
h\0 h h\0 h
e —1)T(h)x _
= lim ( ) ) + lim Tz -z _
R\0 h R\0 h

= —wr+Az=(A—whzx |,
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d’ou il résulte que =z € D(B) et Bx = (A — wl)x. Soit © € D(A). Alors, nous

obtenons:

_ wh _
lim T(h)x —x i © S(h)x —z _
h\.0 h NG h
e’h — 1) S(h _
= lim ( ) () + lim Sthje -z _
h\0 h N h
= (wl+B)z

d’out il vient que z € D(A) et Ax = (wl + B)z. Par conséquent D(A) = D(B) et
B=A—-winm

Remarque 2.1.12 Soit {T'(¢)},., un Cp-semi-groupe pour lequel il existe w € R
et M >1 tel que:
1T < Me*t ,  (V)t >0.

Si w < 0, alors nous obtenons:
1T < Me* <M, (V)t>0.
Par conséquent on peut considérer que w > 0.

Nous noterons par SG(M,w) I'ensemble des Cy-semi-groupes {T'(t)},., C B(E)
pour lesquels il existe w > 0 et M > 1 tel que:

1T < Me*t | (V)t>0.

Avec le théoréme nous voyons que le passage entre la classe SG(M,w) avec
w > 0 et la classe SG(M,0) est tres simple.

2.2 Propriétés générales des (C)-semi-groupes

Proposition 2.2.1 Soient {T'(t)},., € SG(M,w) et A son générateur infinitési-
mal. Six € D(A), alors T(t)x € D(A) et on a l’égalité:

T(H)Az = ATz, ()t > 0.
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Preuve Soit x € D(A). Alors pour tout ¢t > 0, nous avons:

T(t)Ax = T(t) }111\1%%:
i T (@02 = T(t)e
N h

Donc T'(t)r € D(A) et on a T'(t)Ax = AT (t)z , (V)t > 0.m
Remarque 2.2.2 On voit que:

THD(A) CD(A) , (V) > 0.

Théoréme 2.2.3 Soient {T'(t)},., € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal.
Alors Uapplication:

0,00) 2 t+— T(t)z €&

est dérivable sur [0,00), pour tout x € D(A) et nous avons:
i) AT (t)x = T(t)Ax = AT(t)z , (V)t > 0;

t
it) T(t)x —x = [T(s)Axds , (V)t>0.

0

Preuve i) Soient z € D(A) , t > 0 et h > 0. Alors:

_ T(hz —
<yt |[TMz—2 )
h
Par conséquent:
lim LT = TWOT ey g
N h
d’ott:
d+
ET(t):p =T{t)Az , (M)t>0

Sit— h > 0, alors nous avons:

—T(t)Ax

HT(t —h)x —T(t)z <

—h

< | T(t - )| H% — Az + Az — T(h)Az| <

< Meot=h) ( —r Ax

H% +||IT(h) Az — A:p||>
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Par suite:

- T(t — h)_xh— 0T _ 1y 4
et: B

Cji—tT(t)a: _TWAr , (>0

Il s’ensuit que 'application considérée dans I’énoncé est dérivable sur [0, 00), quel
que soit z € D(A). De plus, on a I'égalité:
d

%T(t)x =T(t)Az = AT(t)x , (V)t>0.

ii) Si « € D(A), alors nous avons:

d
£T(s):p =T(s)Ax , (V)s€]0,t],t>0,
d’ou:
t L
/ T(s) Az ds = / TT(s)ds =Tz —v , (V)1 =0
s
0 0
On peut obtenir une formule de représentation de type Taylor pour les Cp-

semi-groupes avec la généralisation du théoréme (ii).

Théoréme 2.2.4 (Taylor) Soient {T'(t)},5, € SG(M,w) et A son générateur

infinitésimal. Alors:

n—1 tl ) 1 £ B .
T(t)x = 2 EA% + =1 /(t —u)" T (u) A"z du
= 0

quels que soient x € D(A™), t > 0 et n € N*.

Preuve Compte tenu du théoreme (ii), pour z € D(A) et t > 0 on a:

T(t)xr =x+ /T(u)Ax du

Supposons que pour t > 0 et x € D(AF) nous ayons:

k=14i 1 ¢
T(t)e = = Al + / (t — w) " 'T(u) A*z du
= i (k—1)! /

Si x € D(AF) alors x € D(A*) et A*z € D(A). 1l en résulte que:

k=lyi 1 £ -
T(t)z = gﬁAer 5o O/(t—s) T(s) A" ds



44 CHAPITRE 2. SEMI-GROUPES DE CLASSE Cj

Mais: .
T(s)r =x+ /T(u)Ax du

11 vient:

(t — 8) T (s)AFw = (t — s)F 1 AFw + (t — s)F 1 /T(u)Ak“x du

et par conséquent:

(t — 81T (s)AFx ds =

(t —s)* 1A%z ds + / s)k1 /T(u)Aka du ds =
0

/
j s

k t i

t
= EAka:jL//(t VT (u) AP ds du =
0 u
o (=) -
- EAx+/’ ST () A d
0
Nous en déduisons que:
Tir = S Caws 1P, 1jt VT () A d
r = —Ar+ —— |- — —u) rdu| =
i — 1)
prdl (k—1! |k ko

d’ou il résulte 1'égalité considérée dans 1’énoncé.m

Lemme 2.2.5 Soit {T'(t)},, un Co-semi-groupe. Alors:

t+h

hmh/T Jrds =T(t)x

quels que sotent x € € ett > 0.

Preuve L’égalité de 1’énoncé résulte de I'évaluation:

t+h

/T Jrds —T(t)x

< sup |[[T(s)z —T(t)z
s€[t,t+h]

t+h
1

E/(ﬂg—T@nwsg

t

et de la continuité de l'application [0,00) 3>t — T(t)z € E.m
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Proposition 2.2.6 Soient {T'(t)},., € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal.
t
Six €&, alors [T(s)xds € D(A) et on a l'égalité:
0
t

A/ﬂgmk:T@x—x, V)t > 0.

Preuve Soient z € € et h > 0. Alors:

t+h w
= — /T(u)x du — 5 /T(s)x ds =
h 0
t+h o L
= 3 /T(u)xdu— E/T(u)xdu— E/T(u)xdu:
0 0 0
t+h L
= 7 /T(u)xdu— EO/T(u)xdu

Par pasage a limite pour h \, 0 et compte tenu du lemme P.2.5, nous obtenons:

A/ﬂgmm:me—x, V)t >0

et:
t

/T@ndserDl

0
Théoréme 2.2.7 Soient {T'(t)},5o € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal.
Alors:

i) D(A) = &;

ii) A est un opérateur fermé.

Preuve i) Soient = € £ et ¢, > 0, n € N, tel que lim,, . t, = 0. Alors:
17
Tn = /T(s)x ds € D(A) , (¥)n €N,
"0

d’ou:

tn
1
lim z, = lim —/T(s)xds:T(O)x:x
0

n—00 n—00 tn



46 CHAPITRE 2. SEMI-GROUPES DE CLASSE Cj

Par conséquent D(A) = €£.
ii) Soit (2y,),en € D(A) tel que lim,, o 7, = et lim,, oo Az, = y. Alors:

1T (s)Aze = T(s)yll < [IT(s) || | Azn — yl| < Me™ || Az, — y|

quel que soit s € [0, ¢]. Par suite T'(s)Ax, — T'(s)y, pour n — oo, uniformément
par rapport a s € [0, ¢].
D’autre part, puisque x,, € D(A), nous avons:

t

T(t)x, — x, = /T(S)Al‘n ds

0

n—0o0 n—0o0

lim [T'(t)x, — x,] = lim /T YAz, ds |
ou bien: .
T(t)x —x = /T(s)y ds
Finalement, on voit que:

t
T(t)r —
lim ():p x_ —/ s)yds =y
0

—_

t\.0 t

Par suite © € D(A) et Az = y, d’otu il résulte que A est un opérateur fermé.m
Nous montrons maintenant un résultat qui concerne 'unicité de I’engendrement

pour les Cp-semi-groupes.

Théoréme 2.2.8 (I'unicité de ’engendrement) Soient deux Cy-semi-groupes
{T(t)} 5o et {S(t)} o ayant pour générateur infinitésimal le méme opérateur A.
Alors: )

Tt)y=5t) , (Mt>0.

Preuve Soient t > 0 et x € D(A). Définissons I'application:
0,t] 2 s —— U(s)x =T(t — s5)S(s)x € D(A).
Alors:

—U(s)x = %T(t —35)S(s)x +T(t — 3)%5(5)3: =

= —AT(t—39)S(s)x+T(t—s)AS(s)z =0
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quel que soit x € D(A). Par suite U(0)z = U(t)z, pour tout x € D(A), d’ol:

Tt)yxr=S{t)x , (MzreD(A)ett>D0.
Puisque D(A) = £ et T'(t), S(t) € B(E), pour tout t > 0, il résulte que:
Ttzxz=Stx , (Mt>0etzxel |,

ou bien:

T(t)=St) , (V)t>0m
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Théoréme 2.2.9 Soient {T'(t)},5, un Co-semi-groupe, A son générateur infinité-

simal et F € B(E). Alors T(t)F = FT(t) pour tout t > 0 si et seulement si:
FD(A) C D(A)

et:
FArx=AFx |, (Y)x € D(A).

Preuve = Soit F € B(E) tel que:
T)F=FT({t) , (M)t>0

et z € D(A). Alors, nous avons:

. TW)Fx—Fx . FT(t)r—Fx
lim—— =lim———— =
AN t AN t

= lim FLQ)Qj — 7
t\,0 t

Par conséquent F'z € D(A) et on a AFz = F Az, pour tout x € D(A).
<= Soit F' € B(&) tel que:
FD(A) C D(A)

et
AFx =FAxz , (Y)z € D(A).

Pour tout ¢ > 0 et tout = € D(A), définissons 'application:
0,t] 2 s+— U(s)z =T(t —s)FT(s)x € D(A)

Alors nous avons:

d d d
£U(s)x = £T(t — $)FT(s)x+ T(t — 3)£FT(S)JZ -

= —AT(t—s)FT(s)x+T(t—s)FAT(s)r =0 ,
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compte tenu de la commutativité. Par conséquent:
U0)x=U(t)xr , (¥)xreD(A),
d’ou on obtient:
Tt Fx=FT(t)x
pour tout ¢ > 0 et tout z € D(A). Comme D(A) = & et T(t)F, FT(t) € B(E)

pour tout ¢ > 0, nous obtenons:
Tt Fx=FT(t)x

pour tout ¢ > 0 et tout x € Em

Nous finissons cette section avec une généralisation du théoreme P.2.7.

Théoréme 2.2.10 Soient {T'(t)},~, € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal.
Alors:

i) D(AP) = &, quel que soit p € N*;

ii) AP est un opérateur fermé, quel que soit p € N*;

i11) Uapplication:

I lpar) - D(AP) — ;

p
|zllpear) = Y- [ A \
=0

est une norme avec laquelle D(AP) devient un espace de Banach, pour tout p € N*.

Preuve i) Pour p = 1, compte tenu du théoreme P.2.7(i), il résulte que D(A) = €£.
Soit:

Cs® = {p:]0,00) — & |p indéfiniment dérivable avec un support compact} .

{/w 1) dt

Nous montrons que F C D(AP) , (V)p € N.
Pour y € F et h > 0, nous obtenons:

% y = % (/<p(t)T(t+h)x dt — /@(t)T(t)fC dt) =

[olu—h) —p(u)
= 0/ Y T(u)x du

Notons:

rel, pely }
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Puisque:
p(u—h) — p(u)
h

uniformément par rapport a u € supp ¢, en passant a limite pour h N\, 0, nous

T(wz — —pw) VT (w)z si h\,0,

obtenons:

Ay = — /gp(u)(l)T(u)x du

Donc y € D(A). 1l en résulte que F C D(A) et par récurrence on peut montrer
que F C D(AP) et:

m@:c4v7}@@meﬁ

quel que soit p € N*.

Nous montrons maintenant que F est dense dans £.

Supposons que F n’est pas dense dans €. Alors il existe zy € € tel que d(xg, F) > 0.
En appliquant un corollaire du théoreme de Hahn-Banach ([[DS’67, Corollary
I1.3.13, pag. 64]), on voit qu’il existe x5 € £* tel que (zg,z§) = 1 et (y,x5) = 0,
pour tout y € F. Alors:

/ (T (), z%) dit = < / o(OT(t)z dt, xg;> —0 , (VpeCretzek.
0 0
Par conséquent, pour tout x € £, nous avons:
(T(t)z,z5) =0 , (V)t €[0,00),

parce que dans le cas contraire, on peut trouver ¢ € Cg° tel que:

[e.9]

[ot)(T(t)w, ) de # 0

0

ce qui est contradictoire. Il s’ensuit que pour tout x € £, on a:
(T'(t)x,z5) =0 , (V)t €]0,00),

d’ou:
(z,25) = (T(0)z,25) =0 , (V)z €E,

ce qui est absurde. Finalement, on voit que F est dense dans £ et donc D(A") = €£.

ii) Compte tenu du théoreme P.2.7(ii), on voit que:

A:DA)cCcE—E
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est un opérateur fermé. Supposons que:
AR D(AMY Cc & — €&
est un opérateur fermé et montrons que:
AL DAY c £ — &

est un opérateur fermé.
Soit (2, )nen C D(AFL) tel que:

lim z, ==z
n—oo

et:

lim A* e, =y

Mais z,, € D(A*1) est équivalent avec x, € D(A*) et A¥z, € D(A). Alors z,, €
D(A¥), lim,,_ o 7, = x, comme A* est un opérateur fermé, ceci implique z € D(A*)
et lim,,_,o A*z, = A*z. Comme A*xz, € D(A), lim, ., A%z, = AFz et A est un
opérateur fermé, il s’ensuit que Az € D(A) et lim,, o, A (A’“xn) =A (Ak:v) Nous
avons obtenu donc que x € D(AFL) Akx € D(A) et lim, o, Ay, = Akl
d’ott il résulte que x € D(A¥) et A* 'z = y. Par conséquent A*! est un
opérateur fermé, d’ou on obtient (ii).

iii) Pour p = 1 on peut vérifier facilement les propriétés de norme de 'application:
I llpeay : D(A) — Ry,

[2llpeay = [l + || Az]]
Donc D(A) est un espace normé.
Soit (2 )nen+ C D(A) tel que ||z, — 2y ||pa)y — 0 pour m,n — oo. Alors:
|Tm — x| + || Az — Azy|| — 0 pour m,n — oo.
Donc:
|Tm — xn|| — 0 et ||Az,, — Ax,|| — 0 pour m, n — oo.

Puis que £ est un espace de Banach, il résulte que les suites (x,,)nen €t (AT )nen
sont convergentes. Donc x,, — x et Az, — y pour n — oco. Comme A est un

opérateur fermé, il résulte que = € D(A) et y = Azx. Par conséquent:

|27 — z||peay = |20 — 2| + || Az, — Az|| — 0 pour n — oo.
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Donc la suite (,,),en est convergente par rapport a la norme || . |p(4). Il s’ensuit
que D(A) est un espace de Banach avec la norme || . ||pa).

Supposons que 'application:

|| . ||D(Ak) 3D(Ak) — Ry

est une norme avec laquelle D(A*) est un espace de Banach. Montrons que:

k
%] par) = ; HAZSU

|| . ||D(Ak+1) : D(AkH) — Ry

est une norme avec laquelle D(A**!) devient un espace de Banach. On peut vérifier

k+1
lllpgassy = > ||A%
=0

facilement les propriétés de norme de 'application | . ||p(as+1). Donc D(AF!) est

un espace normé. Soit (2, )nen C D(A*L) tel que:

|Zm — Tnllpar+ry — 0 si m,n — oo.
Alors nous avons:

k1 ‘

Z HAlxm — Azan —0 si m,n — oo,

i=0
d’otu il s’ensuit que:

HA:cm —Aa:nH — 0 si m,n — oo,

pour tout ¢ € {0,1,...,k+ 1}. Mais & est un espace de Banach. Donc pour

tout ¢+ € {0,1,...,k + 1}, les suites (A'x,), . sont convergentes et comme les
opérateurs A’ sont fermés pour tout i € {1,2,...,k+ 1}, on voit que:
HAiscn — Aix‘ — 0 si n— oo,

pour tout i € {0,1,...,k + 1}. Par conséquent:

k1 '
> HAan — Az
=0

‘%O si n — o0,

d’ou:

|Zm — 2|l piart1y — 0 si n — oco.
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Finalement, on voit que D(AF1) est un espace de Banach et laffirmation de

I’énoncé en résulte.m

2.3 Le théoreme de Hille - Yosida

Dans ce paragraphe nous présentons un résultat tres important concernant
les semi-groupes de classe Cy. 1l s’agit du célebre théoreme de Hille-Yosida qui
donne une caractérisation pour les opérateurs qui sont générateurs de Cy-semi-
groupes. Nous avons besoin de quelques résultats intermédiaires. Dans la suite,

pour w > 0 nous désignerons par A, 'ensemble {\ € C|ReA > w}.

Théoréme 2.3.1 Soient {T'(t)},, € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal.
St A € A, alors Uapplication:

R)\Zgﬁg,

Ryx = /e_)‘tT(t)x dt
0
définit un opérateur linéaire borné sur £, X € p(A) et Ryz = R(\; A)z , pour tout
zef.

Preuve Soit A € A,. Puisque {T'(t)},5, € SG(M,w), nous avons:
IT@)] < Me* ()t =0
et on voit que:
le T < e " NT@) 2]l < MemEX M), (V)a € €.

Définissons ’application:
RA & — €& s

par:
o0

Ryx = /e*)‘tT(t)x dt
0
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Il est clair que R, est un opérateur linéaire. De plus, on a:

M
=l

Rel —w . Mzed,

|Ryz|| < 7\](3—”T(t)xu dt <
0

d’ou il résulte que R, est un opérateur linéaire borné.

Si xz € £, alors nous avons:

0 0
Par passage a limite, on obtient:

lim T(h)RAl‘ - R)\l‘

Hm . =ARyxr — =z

Il en résulte que Ryx € D(A) et
ARyx = Ryz —z , (Mz €€,

ou bien

M—-—A)Ryz=2 , (VMxekl.

Si x € D(A), alors nous obtenons:

o0 [e.o]

d
R\Az = /e”\tT(t)Aa: dt = /e’)‘taT(t):c dt =
0 0

= {e”\tT(t):c} ‘zo + )\/e”\tT(t):c dt = v+ ARz
0

R\AN —A)x=z , (V)zeD(A).

Finalement, on voit que A € p(A) et Ryx = R(\; A)x , pour tout x € Em
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Remarque 2.3.2 On voit que pour tout A € A, on a:
Im R(\;A)=Zm Ry C D(A)

et:
R(X\ A)D(A) = R\D(A) € D(A)

Définition 2.3.3 L’opérateur:

R)\ZS—>5

Ryx = /e”\tT(t):c dat , MNeA,,
0
s’appelle la transformée de Laplace du semi-groupe {T(t)},, € SG(M,w).

Remarque 2.3.4 Soient {T'(t)},5, € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal.
Alors nous avons:

{Ae C|ReA >w} C p(A).

et:
o(A) C {A € C|RA< w}.

Théoréme 2.3.5 Soient {T'(t)},5, € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal.
Pour tout A € A, on a:

M

RxA"| < ———
IR AN < o=

(V)n € N*.
Preuve Soit {T'(t)},., € SG(M,w) . Alors:
ITOl < Mt . (W20

Compte tenu du théoreme R.3.1], si A € A,,, nous avons \ € p(A) et:
R(A\; A)r = Ryx = /e’AtT(t)x a , (Vzxek.
0

De plus:
M

Rel —w

IR A <
Il est clair que:

d . o T — At
CR(G A)r = O/te T(trdt , (Vre&
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et par récurrence on peut montrer que:

%R(A; A)x = (—1)" /t"e_)‘tT(t)x dt , (V)refetneN.
0

D’autre part, avec la proposition (iii) nous obtenons:
dn

WR()\;A)LL’ = (=1)"nIR\; A", (V)z € & et n e N*.

Par suite, on a:
pJWMMMAWszpqwﬂ%*W@nm . (W)ze&etneN,
0

d’ou il résulte que:

1 o
RO A)'r = ¢ 1yﬁnkkﬁumﬁ , (VzeletneN
n—1)!
0
De plus:
M oo
e e
(n—1)! /
L Ml nod gy Ml
(n—l)!Re)\—wO (Reh —w)™
quels que soient x € £ et n € N*. Par conséquent:
M
RNA"| < " V)n € N*.
IRA] < oy« (IneN'a

25

Lemme 2.3.6 Soit A : D(A) C € — & un opérateur linéaire vérifiant les pro-

priétés suivantes:

i) A est un opérateur fermé et D(A) = E;
it) il existe w > 0 et M > 1 tel que A, C p(A) et pour A € A, on a:

M

A” < _
IR AV < o

(V)n € N™.
Alors pour tout A € A,,, nous avons:
Rl}\m AR\ Ax =2 , (Mzef.

De plus NAR(X; A) € B(E) et:

lim MARN Az =Az , (Y)x € D(A).

ReAl—o00
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Preuve Soient x € D(A) et A € C tel que ReA > w. Alors R(\; A)(M — A)z = z.

Si Re\ — oo, nous avons:

IARO A)e — | = (RO A)Ad]| < RO A)| [ Ax] <
M
< —
< |4z —o0

d’ou il résulte que:

Rl)i\m AR Az =2 , (Y)z e D(A).

Soit # € &, puisque D(A) = &, il existe une suite (z,)nen C D(A) telle que

T, — x si n — oo. Nous avons:

IAR(A; Az — || <

< AR A)z — AR(N; A)zy|| + AR Ay, — || + [z — 2| <
< AR A e = znll + [ARA; Az — 2| + [l — 2] <
|| M M
< — 4dn A n n -
< o — gl A + e 2]
IA|M + ReX —w
= — A
Ron—w Mm@l o 1Al
Mais x,, — x si n — 00. Donc pour tout € > 0, il existe n. € N tel que:
Iz, — 2| < Re\ — w
" © IANM + Re\ —w
Par conséquent:
M
AR\ A)x — A
IARO: A = af| < &+ ———— |l Az, || .
d’ott:
limsup |[ARN\; A)z —z|| <e , (Y)x €€,
Rel—o0
ou bien:
Rl)i\m AR A)z=2 , (Mzek.
De plus:

MR A) = MM — (M — AR\ A) = AAR(N A) — 1] = NXR(\ A) — AL
Par suite, on a:
AR A)z|| = M AR(A A) — 1]z <
IAAR(A; A)z — | < AL (IAR(A; A)zf| + [[=]]) <

A
M (g 1) el (eee

IN

IN
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et on voit que AAR()\; A) € B(E).

Si z € D(A), alors nous avons:
AR\, A) Az = N2R(M\ A) — M = MAR(X A)
d’ou il résulte que:

lim AMR(ANA)x = lim AR(NA)Az=Az , (VM)zeD(A)m

ReA—o0 Re—o0
Remarque 2.3.7 On peut dire que les opérateurs bornés AAR(\; A) sont des
approximations pour I'opérateur non borné A. C’est le motif pour lequel on intro-

duit la définition suivante.

Définition 2.3.8 La famille {Ax}ycn, C B(E), ou Ax = MAR(A; A), pour tout

A € Ay, s’appelle Uapproximation généralisée de Yosida de l'opérateur A.

Remarque 2.3.9 Evidemment, pour A € A,, on voit que A, est le générateur
infinitésimal d’un semi-groupe uniformément continu {etAA}DO. Nous utiliserons

cette famille pour montrer I'existence d’un Cy-semi-groupe en_gendré par A.

Lemme 2.3.10 Soit A : D(A) C € — & un opérateur linéaire vérifiant les
propriétés suivantes:
i) A est un opérateur fermé et D(A) = &;
it) il existe w > 0 et M > 1 tel que A, C p(A) et pour A € A, on a:
M
(ReA —w)r

Si{Ax}ren, est Uapprozimation généralisée de Yosida de l'opérateur A, alors pour

[ R(N; A" < (V)n € N*.

tous a, 8 € A, nous avons:
Hemax — etAﬁxH < MPte?' ||Agxr — Agz|| , (V)x €& ett >0,
Preuve Soient o, 3 € A,,, v € [0,1] et z € £. Alors:

di (evtAa 6(1_U)tA5l‘) _ tAaevtAa 6(1_U)tABl‘ . teUtAa Aﬁe(l—v)tAgx
v

(1-v)

On peut facilement vérifier que A,, Ag, €' et e t4s commutent quels que

soient «, 3 € A, et t > 0. Nous obtenons:

d

% (evtAae(lfv)tA@x) dv =

(tevtAa Aae(lfv)tAﬁl_ . tevtAa Aﬁe(lfv)tAgl,) dv ’

O O
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d’ou:
1
evtAae(lfv)tAﬁx‘(l) — / (t@vtAa e(lfv)tAB Aal’ . tevtAae(lfv)tAﬁAﬁx) dv ’
0

ou bien:

ethoy — tog = t/e”tA“e(l’”)tAﬁ (Apz — Apz) dv

quels que soient t > 0 et x € £. Nous en déduisons que:

1
HetA“:E — etAB:EH < t/ e
0

D’autre part, nous avons:

vtAq

He(l_”)tAﬁH |Aoz — Agz|| dv

HetAa et(t:vQR(a;A)fal) _ He—atlea2tR(oz;A) H <
e 12 0 R(as A = ol | R(as A
Reat ) Reat
s ¢ ;) k! = ,; k! =
2 \k
) % tk|a|2kM (Rﬂa‘ )
Reat — Reat eq—w
= Z « kl(Rea — w)F = Me Z

Reat 2L wRearIm?a,
= Me™ eateRea—w = Me Rea—w

Y

quel que soient o € A, et t > 0. Soit r > 1 tel que:

wRea + Im?a
— < wr
Rea — w

Alors, nous avons:

wRea + Im*a < wrReow — w?r |

d’ou:

wRea < wrRea — w’r |

ou bien:

w?r < w(r — 1) Rea

Il en découle:

Reaw >

w
r—1

Par conséquent, pour tout r > 1 et tout a € A,, tel que Rea > 5w, on obtient:

< Me™t , (V)t>0

2
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et par passage a limite pour r \, 1, nous obtenons:

HetAo‘ < Met | (V)t >0,

pour tout a € A,,. 1l vient:

1
HetA“:E _ etAB:EH < t/MewvtMew(l—v)t |Agz — Agz|| dv =
0
= M?te*" ||Agz — Az

quels que soient x € Eet ¢t > 0.m
Maintenant nous présentons une variante du célebre théoreme de Hille - Yosida

pour les semi-groupes de classe SG(M,w).

Théoréme 2.3.11 (Hille - Yosida) Un opérateur linéaire:
A: DA CE—E

est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe {T'(t)},5o € SG(M,w) si et seule-
ment si:
i) A est un opérateur fermé et D(A) = E;
it) il existe w > 0 et M > 1 tel que A, C p(A) et pour A € A, on a:
M

. n <
IROS A < oy

(V)n € N™.

Preuve = On obtient cette implication en tenant compte du théoreme P.2.7 et
du théoreme B.3.5.

<= Supposons que l'opérateur A : D(A) C € — &€ posséde les propriétés (i)
et (ii). Soit {Ax},cp,, approximation généralisée de Yosida de I'opérateur A.
Compte tenu du lemme R.3.4, il résulte que Ay, € B(E) et:

lim Ayz=Az , (V)xr € D(A).

Rel—o00

Pour A € A, soit {Tx\(t)},5q = {etAA}DO le semi-groupe uniformément continu

engendré par Ay. Avec le lemme R.3.10, on a:
|To(t)z — Ta(t)z|| < M*te*" |Aar — Agz|| , (V)a,B € Ay, 2 € D(A) et t > 0.

Soient [D(A)] I'espace de Banach D(A) avec la norme || . |[pea), et B([D(A)],€)

'espace des opérateurs linéaires bornés définis sur [D(A)] avec valeur dans &, doté
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de la topologie forte. Notons par C (]0,00); B([D(A)],€)) l'espace des fonctions
continues définies sur [0, 00) a valeurs dans B([D(A)], ) doté de la topologie de
la convergence uniforme sur les intervalles compacts de [0,00). Si [a,b] C [0, 0),

alors pour tout « € D(A) nous avons:

sup ||To(t)x — Th(t)z| < M?bet? (|[Aaz — Az|| + ||Apz — Az||) — 0
tela,b]

si Rea, RefS — oo, d’ou il résulte que ({T’\(t)}tEO)AeA est une suite de Cauchy

dans C (][0, 00); B([D(A)],E)). Dong, il existe un unique Ty € C ([0, 00); B(D(A), E))
tel que T\ (t)x — Ty(t)x, si Reh — oo, quel que soit x € D(A), pour la topologie

de la convergence uniforme sur les intervalles compacts de [0, 00). Puisque:
I\ < Me (%)t >0,

on obtient:
ITo)z|| < Me*||z|| , (V)t >0etaxec DA

Considérons I'application linéaire:
©p : D(A) — C ([a,b]; €)

Opr =To( . )x

quel que soit [a,b] C [0, 00). Comme nous avons:

1©0|¢ (a,61:6) = Sup, ITo(t)z| < Me*||z|| < Me®||z|lpay , (V)z € D(A),
€la,

on voit que ©g est une application continue et puisque D(A) = &, elle se prolonge

de facon unique en une application linéaire continue:
©:&—C([a,b;&)
telle que:
@|D(A) = 6

et:
H@xHC([a,b];g) < M|z

quel que soit x € €. Par conséquent, il existe un seul opérateur T' € C ([a, b]; B(£))
tel que:
Or=T(.)x , (V)zxec’&.
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On peut répéter ce procédé pour tous les intervalles compacts de [0, 00) et on voit
qu'il existe un seul opérateur, noté aussi par T € C ([0,00); B(E)), tel que pour
tout x € £ on ait:

Th(t)r — T(t)x si Re\ — oo,

uniformément par rapport a t sur les intervalles compacts de [0, 00). De plus:
IT@t)|| < Me* (V) > 0.
Il est évident que:

T0)x= lim Th0)z=2 , Mzef

ReA—o00

et:

Iltl\l’rol T(t)x = Iltl\l’rol <Rel§\11>loo TA(t)a:) = Rel)l\r—l}oo Ql\r% TA(t)a:) =z , (Mzek.

Soient t,s € [0,00) et z € £. Alors, nous avons:

IT(t+s)o = T@T(s)a|| < T+ s)x = Ta(t + s)(| +
+ T+ s)a = Th(OT (s)]| + [|[TA() T (s)z = T()T(s)]| <
< T+ s)e =Ta( + )| + [T Ta(s)x = T(s)|| +
+ @) (T(s)z) = T@) (T(s)2)|

Puisque T\(t) — T'(t), si Re\ — oo, pour la topologie forte de B(E), il s’ensuit
que T(t+ s)x = T(t)T(s)x, pour tout = € £.

Par conséquent {T'(t)},5, € SG(M,w).

Montrons que A est le générateur infinitésimal du semi-groupe {7'(¢)},.

Pour tout z € D(A) on a:

T\ (s)Ayx — T'(s)Az|| <
< N Ta(s) [[Ane = Az|| + [|Ta(s) Az — T(s) Az|| <
< Me*' ||Ayz — Ax|| + || Th(s) Az — T(s)Az|| — 0

si ReA — oo, uniformément par rapport a s € [0,¢], d’ou:

ReA—o00 ReA—o00

Tt)r —x= lim [Ty(t)r —2z]= lim /T,\(S)A,\x ds = /T(t)Ax ds
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quels que soient x € D(A) et t > 0.
Soit B le générateur infinitésimal du Cyp-semigroupe {7'(t)},5,. Siz € D(A), alors:

lim T(t)r —x
t\.0 t

~ | =

t
= lim /T(S)Aa: ds = Ax
N0
0
et nous voyons que x € D(B). Par conséquent D(A) C D(B) et Blp,) = A.

D’autre part, nous avons l'inégalité:
|1T@®)|| < Me*t ,  (V)t > 0.

Si A€ A, alors A € p(A) N p(B). Soit x € D(B), on a donc (Al —B)x € &
et comme l'opérateur A\l — A : D(A) — & est bijectif, il existe ' € D(A) tel
que (A —A)a" = (M — B)x. Puisque Blp, = A, il vient que (A — B)a’ =
(M — B)z et comme A € p(B), il en résulte que 2’ = x. Par suite 2 € D(A) et
donc D(B) C D(A).

Finalement on voit que D(A) = D(B) et A = B.

Nous avons montré donc que A est le générateur infinitésimal du Cy-semi-groupe
{T'(t)},> et compte tenu du théoreme de l'unicité de 'engendrement, il résulte

que {T'(t)},5, est I'unique Cp-semi-groupe engendré par A.m

Corollaire 2.3.12 Soient {T'(t)},5o € SG(M,w) , A son générateur infinitésimal
et {Ax}ren, U'approzimation généralisée de Yosida de 'opérateur A. Alors:

T(t)r= lim Mz | (Vz ek,

ReA—o00

uniformément par rapport a t sur les intervalles compacts de [0, 00).

Preuve Elle résulte du théoreme de Hille-Yosida.m

Dans la suite nous noterons par GZ(€) 'ensemble des opérateurs linéaires qui
sont des générateurs infinitésimaux de Cy-semi-groupes sur 'espace de Banach &.
De méme, pour w > 0 et M > 1, nous noterons par GZ(M,w) 'ensemble des

générateurs infinitésimaux A € GZ(€) pour lesquels:

M

|R(A; A)"| < (Rer—w)

(V)X € A, et n € N™.
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2.4 La représentation de Bromwich

Dans la section 1.3, avec le théoreme nous avons vu que pour les
semi-groupes uniformément continus on peut obtenir une représentation par la
transformée de Laplace inverse. Dans ce paragraphe nous montrerons qu’il existe
une représentation du meéme type pour les Cy-semi-groupes. Nous commencgons

avec quelques propriétés sur I'approximation généralisée de Yosida.

Lemme 2.4.1 Soient {T(t)},5, € SG(M,w) , A son générateur infinitésimal et
{Au}ueAw Papproximation généralisée de Yosida de l'opérateur A. Alors pour tout

€ Ay, il existe Q@ > w tel que Ao C p(A,) et pour tout A € Aq on a:

M

- e

De plus, pour € > 0, il existe une constante C' > 0 (qui dépend de M et €) tel que:

[R(A; Azl < % (lzll +[[Azl) . (V)2 € D(A),

quels que sotent A, ju € C, avec Re\ > Q + ¢ et Rep > w + |2—|

Preuve Soit i € A,, arbitrairement fixé. Nous avons vu que A, est le générateur

infinitésimal du semi-groupe uniformément continu {etA“}t>0. En ce cas, nous
avons:
wRequImQ,u
whicprIm-p
e || < Me™ Rama™t ()t > 0.

Si nous notons:

O— wRep + Im?p
 Rep—w
alors il est clair que:

2 T 2
Oy I
Repp — w

et que Ag = {A € C|ReX > Q} C p(A4,). De plus, pour tout A € Ag, nous avons:
MAD < ————

”R( ) P«)”— R(f)\—Q
Si nous considérons A € C tel que Re\ > ) + ¢, ou € > 0, alors on voit que:

M
IRO A < =
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D’autre part, pour x € D(A) et u € A, tel que Rep > w + Igﬂ, nous obtenons:

[ Azl = R A)Az]| < ull B(u; A Az]| <

< |ul [Az]] < 2M|| Az

Rep — w
De I’égalité:
(M —A)RNA) =1

il vient:
1 1
R(X;A,) = X[ + XR()\;A“)Aﬂ
et par conséquent:
1
[B(A Apz] < o (lzll + 1RO Al Auz) <
1 2M?
< — A <
< gy (Iet+ 25001 ) <
C
< W(HxHJrHAxH) , (V)z € D(A),

ou la constante C' ne dépend que de M et de c.m

Lemme 2.4.2 Soient {T'(t)},5, € SG(M,w) , A son générateur infinitésimal,
{AM}MEAW lapproximation généralisée de Yosida de l'opérateur A et A € C tel que
Rel > w + ¢, arbitrairement fizé pour € > 0. Alors:

lim R(M\ Az =R(NA)z , (Vo el,

Rep—o00

uniformément par rapport a ImA € [—k, k|, ou k > 0.

Preuve Compte tenu du lemme P.40], pour p € A,, il existe @ > w tel que

Aq C p(A,). Nous avons:

q_ wRep + Im*p
" Rep—w

Donc l'inégalité Re\ > () est équivalente avec:
w? + Imp

Re
eA > w + Ren —w

Soit € > 0. Si u € A, tel que %’i < g, alors ReA > w + ¢ implique ReA > Q.

Par suite, A € p(A4,). Donc il existe R(\; A,,) et avec le lemme P.4.7 on voit que:

AN < ——m—
HR<)\7 ﬂ)” — Re)\—u)
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D’autre part, nous avons:

A A2 A
€A+u e( A+u> ‘ 6A+u
)\2

2

>

> w+e— Re

A+ p
Etant donné k > 0 tel que [ImA| < k, il existe u € A, tel que Re% < s 1

Sensuit que Re% > w + 5. Par conséquent, % € p(A) et donc R(;fu,A)

existe bien. Nous avons:

Ap
m()\l —A)(ul — AR <A o A)

= [)\I ,uR(u;A)+uI} (;LI—A)R()\Y A)
B e A
o () -

_ ﬂ[_A R A_M;A _
A A+

Par un calcul analogue, on peut obtenir:

AL
L AR A - A, =
- R () 0r - a)

Il s’ensuit que:

Par conséquent:

R\ Ay) — RN A) = %ﬂ(ul — AR <A—“; A) — R\ A) =

_ Ai (ul — AR (%;A)l(u[—A)(A[—A)_

= v (21— a) | Res yron ) -

1 AL
= I —AR|—— A| A%R(u; AR A) =
S~ R (5 4) ARG RO A
1 AL 2
— R A R\ A)A
A+ <A+ ) (A 4)
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Mais:

et:

Si x € D(A?), alors on voit que:

IR(A; Az — R(A; A)z]| <

1 AL
[P () R e <
1 2M M 1 2M>?
LM o < L0
| € € Reu €

Il s’ensuit que:

lim R\ A )x =R\ Az, (V)z € D(A?),

Rep—o0

uniformément par rapport a Im\ € [—k, k], ou k > 0. Avec le théoreme P.2.1(, on
sait que D(A?) = £. Comme R(X; A) et R(X\; A,) sont uniformément bornés, on
obtient:

lim R(A\ Az =RWNA)z , (V) el,

Rep—o00

uniformément par rapport a Im\ € [—k, k], ou k > 0.m

Théoréme 2.4.3 Soit A le générateur infinitésimal du semi-groupe {T(t)}5, €
SG(M,w) et A € A,. Alors pour tout x € D(A) on a:
t ReA—ioco d
/T(s)x ds = / e” R(z; A)x —
0 ReX—ioco &
et lintégrale de la partie droite de [’égalité est uniformément convergente par

rapport a t sur les intervalles compacts de |0, 00).

Preuve Soit {Aﬂ}ue A, l'approximation généralisée de Yosida de l'opérateur A.
Soit p € A, tel que Re p > w + |2ﬂ Avec le lemme 2.4.1], nous déduissons qu’il
existe ) = W—R;’Z:f—ﬁ’i > w tel que Ag = {A € C|Re A > Q} C p(A,). Soit A € Aq.
En utilisant le théoréme [[.3.19, pour R > 2Re A on peut considérer le contour de
Jordan A,-spectral

rL=TLuTh |
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ou
'y, = {Re A\ +it|T € [-R, R}
et
» 3
Iy, = {Re A+ R(cos ¢ + isin @) ‘cp € {g, g} }
Pour le semi-groupe uniformément continu {etA“}t>0 engendré par A, il en résulte:

Re A +iR 1 Re A\ +ioco
e = lim — / e R(z; A,) dz = 9 / e R(z;A,) dz
Re A\—iR Re A—ioco
uniformément par rapport a ¢ sur les intervalles compacts de [0,00). Pour R >

2Re X et x € D(A) nous notons

| FeriR
Ir(s) = 3t / e R(z; A,)x dz
Re A—iR

Soient 0 < a < b. Pour tout t € [a, b] nous obtenons:

t | LReAriR
/IR(S) ds = Dy / / e R(z; Ay)r dzds =
0 0 Re A—iR
| ReAriRt
= 5 / /ezs dsR(z; Ay)x dz =
Re A—iR 0
Re A+iR Re A+iR
. dz 1 dz
= 2—7'('Z (& tR(Z, Aﬂ).ﬁU ? - 2—7” R(Z, A“)LE
Re A—iR Re A—iR
Montrons que pour l'intégrale
Re A+iR
1 dz
I(R) = 3 R(z; Ay)e —
Re A—iR
on a
A, I =0

Soit le contour de Jordan lisse et fermé
2 2/ 2;7
I'y=TIryul'y

ou

% = {Re A+ ir|7 € [-R, R]}
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et

Fg = {Re)\—i—R(cosgo—i-isingo) ‘gp € [_g7g:|}

Avec le théoreme de Cauchy ([DS’67, pag. 225]), on voit que

1 dz
- A —
2mi Rz Au)z z 0
r2
ou bien
1
F2

Soit z € I'?. Compte tenu du lemme m, il existe C' > 0 tel que

IRz Azl < 7= H (||9€|| + [l Az])
De plus, pour z € '’ ; on a:
|z| = |ReX+ R(cosp +ising)| = |Re A — [—R(cos ¢ + isinp)|| >
> ||Re M —| — R(cosp+ising)||=|ReA— R|=R—Re\ |,
d’ou il résulte
1 1
<
|z = R— Re A\

Par conséquent, on a:

1 dz 1 |d2|
— [ B a) 2| < o [IRG 400

2mi J. ) |z| -
rh Ih
1 C 1 C Hx” + ||Az|]
< — [= Az|) = |d /d
< gz [ el + NAr el < oo [l =
A
C R
= - A
5 (= e 1ol + s
Il s’ensuit donc que:
lim — /R 2 Ay)
R—oo 271 ).
Par suite, on a:
lim — /R 2 Ay) =0
R—o0 2771 "
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ou bien
A, I =0
Alors nous avons:
¢ Re A+iR
lim /I (s)ds = lim — / e R(z; A )x%
Rooo ) T  R-o0 27 TR 2
0 Re A—iR
d’out
t Re A +ioco
/I (s)ds = — / e R(z; Az dz
f 270 T 2
0 Re A—ioco

Avec le corollaire et le lemme P.4.7, on obtient:

t t

/T(s)x ds= lim [e*ads=

Rep—o0
0
Re Atioco
. zt dZ
= lim — ' R(z A )r — =
Rep—o0 271 z
Re A—ioco
Re Aioco
1 ot dz
= — e R(z; A)x —
2mi z
Re A—ico
et comme: ,
wRep + Im~p
im Q= lim AT HE_
Rep—o0 Rep—oo0 Re,u —w

nous obtenons le résultat désiré.m

Théoréme 2.4.4 (Bromwich) Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
{T(t)} 0 € SG(M,w) et A€ A,. Alors:

ReA+-ioco
1
T(t)x = - / e'R(z; A)wdz , (V)x € D(A?)
i
ReA—ioco

et pour tout & > 0, l’intégrale est uniformément convergente par rapport a t €

5.5

Preuve Si x € D(A?), alors Az € D(A). Compte tenu du théoreme P.4.3, on voit

que:
t ReA+ico

d
/T(S)Aa: ds = — / e R(z; A) Ax i
z
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D’ou il résulte que:

1 ReA-ioco d
T —r = — zt - AVAr —
(s)r —x 57 / e R(z; A)Ax .
ReA—ioco
De I’égalité:
R(z A)(zl —A) =1 |
nous déduisons:
1 1
—R(z; A)A = R(z;A) — -1
“R(s A= Rz 4) - -
et par suite:
ReA+ioco ReA+ioco
1 1 dz
T = / zt MNrdr — — zt,, <
(s)r —x g e R(z; A)x dz g e’z —
ReA—ioco ReA—ioco

Compte tenu que:

et que pour tout 6 > 0, l'intégrale est uniformément convergente par rapport a

te {5, H, nous obtenons 1'égalité de I'énoncé.m

2.5 Conditions suffisantes d’appartenances a GZ(M, 0)

Nous présentons dans la suite deux conditions suffisantes pour qu’un opérateur

soit le générateur infinitésimal d'un C-semi-groupe uniformément borné.

Théoréme 2.5.1 Soit A un opérateur linéaire fermé défini sur un sous espace
dense de £ et vérifiant les propriétés suivantes:

i) il existe § € }O, g{ tel que:

p(A)DZ(;:{)\GC

|arg 2| < g+5}u{0};
ii) il existe une constante K > 1 tel que:

ummmug% . e — {0}
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Alors A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe {T'(t)},, pour lequel il
existe M > 1 tel que | T(t)|| < M, pour tout t > 0.

De plus, pour tout v € }g, Z+ 5[ et T, =T UTP ou:

'V = {r(cosv —isinv)| r € [0,00)}

v

et:
I'® = {r(cosv +isinv)| r € [0,00)}

on a:

1
T(t) = - /eZtR(z; A)dz

v

et lintégrale est uniformément convergente par rapport a t > 0.

Preuve Soit § € }0, 5 { Pour v € B, 5+ 5{ considérons le chemin d’intégration
[, =TMuUr®, ot

'V = {r(cosv —isinv)| r € [0,00)}

v

et:
I'® = {r(cosv +isinv)| r € [0,00)}

Soit:
U(t) = L /eZtR(z; A)dz

27

v

Compte tenu du (ii), on voit que lintégrale est uniformément convergente par
rapport a t > 0. Pour R > 0, nous définissons le contour de Jordan lisse et fermé
r, =% ury ury ou

F%,)u = {r(cosv —isinv)| r €[0,R]}

Pﬁfy ={R(cosv +isinv)| 0 € [-v,v]}

et
Fg”)y = {r(cosv +isinv)| r € [0, R]}

D’aprés le théoreme de Cauchy ([DS’67, pag. 225]), on a

/ e R(z;A)dz=0

FR,V
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Par conséquent, on peut changer le chemin d’intégration I', par I'; = T,gl)UF,EZ)UI‘gg)

ou 1
I‘gl) = {r(cosz/ —isinv)|r € {;,OO)} )
o (1 .
= ?(005«9 +isinf) |0 € [—v, v
et 1
F§3) = {fr(cosy +isinv)|r € [;, OO) }
Alors:
B 1 ot ot . zt .
U(t) = — /e R(z A) dz + — /e R(z;A) dz + . /e R(z; A) dz
r» r{® r?
et si nous notons 1
Ui(t) = 5= | 'R A)dz
211
r
1 ¢
Uy(t) = — /ez R(z; A) dz
211
r{
et 1
Us(t) = 5— / e R(z; A)dz
211
r®
il vient:

W@ < @] + U] + [[Us@)]

Comme v € } 5i5 T 0 {, on en déduit que cosv < 0. Avec le changement de variable
. 1
z=r(cosv —isinv) re[;,oo),

nous avons:

1 zt . —
10:0)) = |5 [ Rz 4) dz] =

r
17 »
= 2o /ert(ws v=isiny) R(r(cos v — isinv); A)(cos v — isinv) dr|| <
i
i
K T reos K K [ 1
< _/ertcosu_ dr = _/efrt(fcosu)_ dr
2m r 2 r

1
t t
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Pour
s=rt(—cosv) , s€E[—cosv,0),
il vient ds = —t cosvdr. Donc:
K 7 —tcosv 1 K T e
| < — - ds = — / ds <
HUl()H - 27‘(‘_/6 S —tcosv 5 27?_ S 5=
K 7 1 K 1 ,
£ ] bo-t(c)-m
27 52 21 \—cosv

— Ccos vV

De fagon analogue, nous obtenons:

1 zt . —
1U3(0)]| = |5 [ e R(z; A) dz| =
r®

oo

= ||l=— /e”(cos vHisiny) R(r(cos v + isin v); A)(cos v + isinv) dr|| <

t

IN

K K /
/ertcosu_ dr S M

2T T
1
t

De méme, pour 'intégrale Us(t), avec le changement de variable

1
z= Z(Cosﬁ+isin0) . 0el-vv,

on a
1
dz = g(—sinﬁ—l—icose) do
et
1 zt
10O = |5 [ Rz 4) s =
r®
= 5= /Vet%(COSGHSiHG)R (l(cosﬁ—i—isinﬁ)‘A) 1(—('SZ'n@jLicosﬁ) do|| <
277'2.7 t ) t >~
1 K1 K Ke b .
S _/GCOSGT—dQZ—/GCOSGdHS—e/d@:M
27T_V n t 27T_V 2T J

Par conséquent, il existe M > 1 tel que:

vl <am . (V) =0.
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Nous allons maintenant montrer que pour tout A € Ag = {A € C|ReX > 0}, on a:

R(MA) = /Ooe_)‘tU(t) dt

0

Nous avons successivement:

/ NI (¢) / / D R(z: A) dedt =
0

1 e(ZfA)T -1
= (Z >\ = — _— N =
- // WAtR(z; A) dz / Y R(z;A) dz

27

1 G(H)R A) dz
= 5 T RG +%/ s ©=

v

1 6(“)TR A dz + (M — A)
= o [ RE A de+ (M- A) =

v

L e AV ds 4 RN A
_2—7”/2_)\ (Z,)Z"—(,)

v

Par conséquent:

1 6(Z—)\)’r
2mi / Rz 4) dz

v

/’AtU 1) dt — R(\; A)

0

|6 —)\T| 6(Rez Re\)T K
— R(z A)|| |dz] < — / dz| =
< 27% o 1EE A < o 5
K Rex rRe 1 1
- = TRe TRe _d
o " /e EEpTERLG

Soit
K |dz|
CT — _/TRezi
20 ° 0 Telle= A

Pour ze€ ', ona|z| =7 et
|2 = Al = [zl = [Al = [r = Al

Donc:

K 1 1 K 7o
C. < —/eTReZ —dr:—eTRez/idT<oo
J =D
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Si nous notons

C=supC; ,

7>0

alors nous obtenons:

< Ce—TRe)\

/Te_’\tU(t) dt — R(\; A)

En passant a limite pour 7 — o0, on obtient

RO\ A) = / e MU(E) di
0
pour tout A € Ay. Comme ||U(t)|| < M, pour tout ¢ > 0, par récurrence on peut
obtenir:
-1

WR(A;A) = (—1)”*1/t”*16*AtU(t) dt , (V)n e N*
0

Mais avec la proposition (iii), on voit que:

dn—l
WR()\; A) = (=1)"(n—-DIRN A" , (V)neN*
Par conséquent, nous obtenons:
n 1 T n— —
[R(A; A)"|| = H OS] /t LeMU(t) dt|| <
"0
< M /tnflefRe)\t dt —
~ (n—1)!
0
M n-17 —2_—ReAt
= _— n € dt T/ e e e T
(n—10 Rex ) ° (Re\)n

pour tout n € N*. Avec le théoreme de Hille-Yosida, on voit que 'opérateur A est
le générateur infinitésimal d'un semi-groupe {7'(t)},5, € SG(M,0).
Soit z € D(A?) et A € Ag. Compte tenu du théoréme P44, nous avons:

ReA+ioco

_ 1 At .
T(t)r = 27”'31- M R(A; A)a dX

et compte tenu du (ii) et du théoreme de Cauchy, on peut remplacer le contour
d’intégration par I',,. Donc:
1
T(t)r = — /e*tR(A; Azdy , (V)r e D(A).

2

v
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Comme D(A?) = & et lintégrale [ eMR(\; A)d\ est uniformément convergente,
I
nous obtenons:

_ L epn
Tt = 5 /e RO\ Azdy , (V€&

v

d’ou il résulte 'affirmation de ’énoncé.m

Théoreme 2.5.2 Soit A un opérateur linéaire fermé défini sur un sous espace
dense de £ et vérifiant les propriétés suivantes:

i) 0(A) C {z € C|Rez < 0};

i) pour tout x € € et tout x* € £* on a:

y+ioco

ig% 0% | ’<R()\;A)2x,x*>
Y—100

|[dA| < o0

Alors A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe {T(t)},5, € SG(M,0).
Preuve Pour v > 0 arbitrairement fixé, 'application:
{z € C|Rez >0} 5 z+— <R(z +7;A)2x,x*> €C

se trouve dans l’espace de Hardy H'. Par conséquent elle admet un représentation

par une intégrale de Cauchy et en particulier pour « > 0 et v €0, «[, on a:

y+ioco

1 (R(\; A%, %)
R(o; Az, 2 ) = — ’ ’ dA
(R APy =50 | 02y
Y—100
De plus, par récurrence on voit que:
y+i00

(e TS

dam™ A
Y—1i00

pour tout n € N*. D’autre part, avec la proposition [.T.I§ (iii) il vient:

n

danR(a;A) = (=1)"n!R(e; A", (V)n e N*

Par itération nous obtenons:

y+ioco

el x 1 R(X\; Az, x*
<R(Q;A) HE > " 2nmi / : ((a —))\)" > ar

Y—100
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pour tout n € N* et tout v €]0, «f. Il s’ensuit que pour tout n € N* on a:

‘<R(a; Ay, x*> <

1 1 Y+ioco
ey J |(ROsAVE)

y—100

|dA| <

1 C 1
2nm 7y (o0 = )"

, (V)y €0,q,

ol la constante C' ne dépend que de x € £ et de x* € £*. Si nous prenons:

o«
’y - n + 1 )
alors on voit que:
1 C 1
}<R(a;A)"+1x,x*> < — -
2nm il (O[ nil)
o C 1 1 C 1 1(1 1 )—<n+1><
2w ant! (L)"H  mantlQ n+1 -
n+1

Ce 1
< —
- T antl

En appliquant le théoreme de Banach-Steinhaus ([[DS’67, Theorem I1.1.11, pag.
52]), on obtient pour tout a > 0:

1R A)™| gaﬁm C (me{23,..).

Prouvons que cette inégalité reste valable pour m = 1. On a:

B a
/R(T; AP dr = — /R(T; AP dr =
a B

_ /Q%R@; A)dr = Rla: A) — R(3:A) . (¥)a, B> 0.
B

Comme pour m = 2 nous avons:

R < %

on en déduit que la limite existe et on pose

Ryx = ma R(B;A)x , (V)xek.
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D’autre part, si z € D(A), alors nous avons:

R(B; A)r = R(B3; A)*(BI — A)x — 0 si 3 — oo.

Comme D(A) = €&, il sensuit que Ry = 0 et on voit que:
R(a; A) = /R(T; A dr

Par conséquent:

m M *k
IR A" < =, ()meN".

En appliquant le théoreme de Hille-Yosida, on obtient le résultat désiré.m

2.6 Propriétés spectrales des Cj-semi-groupes

Nous terminons ce chapitre avec quelques propriétés spectrales pour les Cy-

semi-groupes.

Lemme 2.6.1 Soient {T'(t)},, € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal.
Alors pour tout A € A, et t >0, Uapplication:

By(t): &€ — &

t
By(t)x = /e)‘(t’s)T(s):c ds
0
définit un opérateur linéaire borné sur £ vérifiant les propriétés suivantes:
M —AB\(t)z =Mz —T(t)x , Mz ek

et:
By\t)M — Az =eMoe —~Tt)r , (V)z € D(A).

De plus By(t)T'(t) = T'(t)Ba(t).
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Preuve Pour tout z € £ nous avons successivement:

t

/e/\(t_s)T(s):p ds

0

[Bx(t)z] =

t
< [N T(s) o] ds <
0

t
< MefN|z|| /e_(Re/\_w)S ds < o0

Comme la linéarité est évidente, il en résulte que B)(t) € B(E), quels que soient
AEA,ett>0.

Sixz e & et h >0, alors nous obtenons:

t+h t

1
_ / A=t dr — — [T (s)z ds =
h ho
o t+hA 1
- (t=m)p _/ At
= e T)x dT — e s)x ds =
h ] hO

A [ R h
= T{/ AMEDT () dr — /e’\tT)T xdT]—
0

o /)\(ts ZL‘dS—
h

\p bR ¢
= %/ AT () dr — %/ AEDT () dr +
0
L 1 {
+ - /e/\(t_T)T(T):E dr — 7 /e’\(t_s)T(s)x ds —
0 0
A
— T/e’\(t_T)T( Yo dr =
0
oAb A q
= 5 /e/\(t_T)T( Yo dr + /e’\(t_s)T(s)x ds —
¢ 0
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A R A1 A
= /e)‘(t*T)T(T)x dr + - By(t)x — - /e’\(t*T)T(T)x dr
t 0

En passant a limite, on a:

L T()By(t)z = By(t)a

_ Y
Hnm - =T(t)x+ ABy(t)r — Mz

d’ou By(t)x € D(A) et:
(M —A)By(t)x =Mz —T(t)x , (Mzeé.

Si € D(A), alors nous avons:

¢
By\(t) Az = /e)‘(t*S)T(s)Ax ds =
0

¢
- /e’\(t_s)diT(s)x ds =T(t)x — eMz + ABy(t)z
s
0
d’ou l'on tire:
BA()(M — A)z =Mz —T(t)x , (V)z € D(A).

De plus, nous obtenons que:

BA(t)D(A) € D(A)

et:
(M — A)By(t)z = B\(t)(\] — A)z , (V)z € D(A) ,

d’ou:

AB)\(t)x = B\(t)Az , (Y)x € D(A).

Compte tenu du théoreme P.2.9, on voit que:
By\(t)T(t) =T(#)Bx(t) , (V)t>0.m

Théoréme 2.6.2 (spectral mapping) Soient {T'(t)},, € SG(M,w) et A son

générateur infinitésimal. Alors:

"W ={MNea(d} Ca(Tt) . (=0
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Preuve Soit A € C tel que e € p(T'(t)).
Alors on peut considérer 'opérateur @) = (e/\t_f - T(t))i1 € B(€). Compte tenu
du lemme P.6.7] (i), on a:

M - AB\tz =Mz —Tt)x , Vze&

et:
By\t)M — Az = eMae —T () , (V)z € D(A).

Par multiplication avec ) a droite dans la premiere égalité et a gauche dans la

seconde, nous obtenons:
M —-A)B\(t)Qr =2 , Mzef&

et:
QBN — Az =z , (V)z € D(A).

Mais, avec le lemme P.6.1], il en résulte que:
(M1 = T(t)) Bi(t) = Ba(t) (M = T(t))
et nous voyons que Q)B,(t) = B)(t)Q. Par conséquent:
M —-A)B\(t) Qr=2 , Mzef&

et:
B\t) QN[ —A)z =z , (Y)z e D(A).

Il s’ensuit que A € p(A) et finalement on voit que:
p(T(B) C e (W)t >0,

ou bien:
W Co(T(t) , (V)t>0m

Remarque 2.6.3 Nous avons vu que pour les semi-groupes uniformément conti-
nus on a l’égalité:
etr) = o(T(t) , (V)t>0.

Mais il existe des Cy-semi-groupes pour lesquels 'inclusion du théoreme est

stricte.
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Définition 2.6.4 On dit que le Co-semi-groupe {T(t)},5, est nilpotent s’il existe
to > 0 tel que T'(t) = 0, pour tout t > t,.

Proposition 2.6.5 Soient {T'(t)},., € SG(M,w) un semi-groupe nilpotent et A

son générateur infinitésimal. Alors o(A) = 0.

Preuve Comme le Cp-semi-groupe {T'(t)},, est nilpotent, il existe ¢, > 0 tel que
T(t) =0, (V)t > to. Pour tout A € C et tout z € £, on a:

le T ()| < e BMMe||z| (W)t € [0,t]

et comme:
o

/e”\tT(t):c dt=0 |,

to

on peut définir la transformée de Laplace:

R)\ : 5 — 5
o0 to
Ryx = /e”\tT(t):c dt = /e”\tT(t):c dt
0 0

pour tout A € C. Avec le théoreme P30, il vient A € p(A) et Ryx = R(\; A)x,
pour tout « € £. Donc p(A) = C, c’est-a-dire 0(A) = (.m

Remarque 2.6.6 Pour un semi-groupe nilpotent {7T'(¢)},., € SG(M,w) ayant

pour générateur infinitésimal l'opérateur A, I'inclusion du théoreme est stricte.

Théoréme 2.6.7 Soient {T'(t)},., € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal.
Alors:

o(R(3: A)) = {%_g‘c <ot} u o)

quel que soit A € A,.
Preuve Soient A € A, et p € p(A), u # A. Définissons:
S:&E—E

par:
S = (A= w)(M — A)R(yz; A).
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Comme S est un opérateur fermé, avec le théoreme du graphe fermé, on voit que

S € B(E). De plus, pour tout z € £ nous avons:

SR(A\; A)x = (A — p) (M — A)R(p; A)R(\; A)x =
= A=) = AR A)R(p; A)x = (A — p)R(p; A)x

et:

R(A; A)Sx = R\ A) (A — ) (M — A)R(p; A)x =
= (A=p)RNA)AM — A)R(p; A)xz = (A — p) R(p; A)x

Par conséquent SR(\; A) = R(\; A)S.

De méme, pour = € £ on a:

1

= (= WO = ARG A) [T = R0 =
= [(M—=A)R(p; A) = (A = p)R(p; A)| v =

= M—-A-XN+pu)R(; A)xr =

= (W = AR(p; Az ==

De facon analogue, pour tout = € £ on peut montrer que:

Il s’ensuit que:
olR ) € { gl ce ot}

Réciproquement, soit A € A, et u € C, u # A, tel que A—iu € p(R(\; A)). Alors il

existe R (ﬁ, R(X; A)) € B(€) et pour tout x € D(A) nous avons:

s R(; A)) x=R(\A) [;I — R(X; A)] _ x =

RN AR ( Y-

A—p
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= [R(x; A }lr—J mAm]u:

::{[1M1 RAA]MMA)ﬁAx:

_ b : ]1x={mxArlk%]1—Ruyﬂ}lxz
_ b r ]1MMMx:RG%?RQA0RMAm.

Posons:

QIMNMRG%?R@AO.

Pour tout x € D(A), nous avons:
1
(ul — A)Qz = (uI — N[+ X — A)R(N; AR (}\—, R(X; A)) xr =

(M = AR A) = (A= RO A) R (L; R(x A)) .

1

= (= WRON AR (A M

O A)) r =
—(»-)—LJ RO A)| R~ R A) )= (0 — )
- :u )\ _ )\ o ,uv ) r = ,U z )
d’ou il résulte que:
1
A—p

De méme, nous obtenons:

(ul —A)Qxr =z , (Y)x € D(A).

Q(ul — A)x = R\ AR (ﬁ R(X; A)) (ul — A)x =

= R (L, R(\; A)) RN Al — AN+ M — A)x =

d’ou:
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Par conséquent p € p(A). 1l s’ensuit que:
wrOs ) < {5 e}
ou bien:
{)\L—C‘ ¢ e O(A)} Co(R(NA) , (V)X e C avec Rel > w.
Finalement, nous voyons que:
o(R(\: A)) = {%—C‘ Ce a(A)} C (MAreA.

Si 0 € p(R(X; A)), alors il existe (0 — R(X; A)™" € B(E), dout A € B(E) ce qui
est absurde. Par conséquent 0 € o(R(\; A)).m

2.7 Notes

Les notions et les résultats de ce chapitre se trouvent dans les monographies concernant les Cjy-
semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés. Le théoreme se trouve dans [, pag.184],
mais une preuve élégante utilisant le théoreme de Krein-Smulian se trouve dans , pag.
15]. De méme, dans , pag. 43] on peut trouver une caractérisation du générateur
infinitésimal d’'un Cy-semi-groupe pour la topologie faible.

Pour le théoreme de 'unicité de I’engendrement nous avons utilisé , pag. 6] et le
théoreme se trouve dans [[Da’80], pag. 11].

Le résultat le plus important de ce chapitre est le théoreme de Hille-Yosida. Il a été montré
pour la premiere fois indépendamment par Hille dans [ et par Yosida dans pour les
Cy-semi-groupes de contractions. Quelques années plus tard, Feller dans , Miyadera dans
[IMi’59] et Phillips dans [[P 2] donnent une preuve pour le cas général d'un Cp-semi-groupe.
Nous avons utilisé les idées du livre de Pazy , pag. 8] pour obtenir une preuve dans le
cas le plus général, en utilisant I’approximation généralisée de Yosida que nous avons introduit
dans la définition P.3.§.

Pour obtenir le représentation de Bromwich d'un Cy-semi-groupe, nous avons utilisé aussi
les idées de Pazy de [[Pa’83-1], pag. 29]. Une variante du lemme se trouve dans [[Le’00-2].

Pour le théoréme on peut consulter , pag. 30] ou bien [, pag. 76]. Le
téoreme a 6té montré par Gomilko dans [Go’99].

Pour les propriétés spectrales des Cp-semi-groupes on peut consulter , pag. 44] ou

on peut trouver aussi des autres résultats sur cette probleme. Finalement, pour le théoréme

on pourra consulter [Da’80, pag. 39].
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Chapitre 3

Co-semigroupes avec propriétés

spéciales

3.1 C(Cj-semi-groupes différentiables

Par la suite, nous étudierons les propriétés des Cp-semi-groupes pour lesquels

I'application ]0,00) 3 t — T'(t)z € £ est différentiable, quel que soit x € £.

Définition 3.1.1 On dit que {T'(t)},5, est un Cy-semi-groupe différentiable (et
notons {T'(t)},5o € SGD(M,w)) si Uapplication:

10,00) 5t — T(t)z €&
est différentiable, quel que soit x € £.

Théoréme 3.1.2 Soient {T'(t)},-, € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal.
Les affirmations suivantes sont équivalentes:

) AT (1)}1z0 € SGD(M,w) ;

i) Im T(t) c D(A) , (V)t>0.

Preuve i) = ii) Soient = € £ et t,h > 0. Puisque I'application:
10,00) 5t — T(t)z €&

est différentiable, la limite du rapport

T(t+ h)z — T(t)x
D ,

87
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lorsque h \, 0, existe et est égale par définition avec AT (t)x. Par conséquent,

T(t)x € D(A).

1) = i) Considérons = € £ et t,h > 0. Comme T'(t)x € D(A), nous avons:

dtT(t)x _ lim T(t+h)x—T(t)x
dt hN\0 h

D’autre part, pour h €]0,¢[ et § €]0,¢t — h[ on a:

T(t—h)x —T(t)
—h

Tt —6)T0)xr—T{t—h—98T()x

_ : — AT(8)T(t — 6)x

= AT (t)x

L AT

SEES

t—o
/ %T(T)T((S)x dr — / AT(O)T(t — 8)x dT]

t—h—9 t—h—0

[AT(8)T(7) — AT(6)T(t — 6)] z dr|| <

I
SR
D‘\‘

o 4T®) / 17() =T = D) driel -

IN

= % AT (@) | [T (c) = T(t = 0)] ||| =
= [ATONT () =T =) =

ouc€ [t —h—0d,t—J]. Par conséquent:
-T T(t — - T
dTWE _ iy LEZRT=TOT _ gy,
dt h\0 —h

Donc {T'(t)},5, est un Cp-semi-groupe différentiable.m

Proposition 3.1.3 Soit {T'(t)},., € SGD(M,w) . Alors lapplication:
10,00) 3t — T(t) € B(E)
est continue pour la topologie de la convergence uniforme.
Preuve Soient x € £ et t,t; €]0,00) tel que t; < ty. Compte tenu du théoreme

B-1.2, nous obtenons:

1T (t )z = T(ta)xl| =

<

to
d
/£T(s)x ds
t1
[2)

< JAT()I] [ Me )| ds

t1

to
/AT(tl)T(s —t1)x ds
t1
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Par suite, nous avons:

t2
IT(t:) — T(t2)]] < |AT (1) M/€<s—t1>w ds

t1

d’otu résulte la continuité uniforme de I'application considérée dans 1’énoncé.m

Théoréme 3.1.4 Soient {T'(t)},., € SGD(M,w) et A son générateur infinitési-
mal. Alors:

i) pour tout n € N* et tout x € €, on o T(t)x € D(A") et:

E)]nx ., (Y)t>0;

n

AT (D) = [AT (
i1) pour tout n € N* lapplication:
0,00) 5t +——T(t): E — D(A")

est n fois différentiable pour la topologie de la convergence uniforme et:
m _ 4"

dtm
iii) pour tout n € N* Uapplication:

T(t) Tt)=A"Tt)e BE) , (Mt>0;
10,00) 3 t — T(t)™ € B(E)
est continue pour la topologie de la convergence uniforme.

Preuve Prouvons les affirmations de ’énoncé par récurrence.

i) Avec le théoreme B.I.3, on voit que pour tout x € € on a T'(t)x € D(A) et:

1
AT (t)a = [AT G)] . (V)0
Supposons que pour tout = € £ on ait T'(t)z € D(AF) et:
k
AR () = [AT (%)] . (V)0

Soient x € £ et § €]0,t[. On voit que T'(t — §)T(6)x € D(A) et:
AT (H)x = AT(t — §)T(8)x = T(t — ) AT (8)x € D(A")

Par conséquent T'(t)z € D(A*), (V)t > 0. De plus:

AT () = A[ART(t = 0)T(9)] «

ATt - 6)A*T(5)] x =
_ ATt - ) [AT (5)] .

=N
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Si 6 = {24, il vient:

AT (D = {AT <%+1)]k+1 x

Finalement, nous obtenons (i).
ii) Pour n = 1, compte tenu du théoréeme et de la proposition B.1.3, il résulte
que l'application:

10,00) 3t +—T(t) : £ — D(A)

est différentiable pour la topologie de la convergence uniforme et:
Tt) =AT@®) , (V)t>O0.

Comme A est un opérateur fermé et T'(t) € B(E), il résulte que AT(t) est un
opérateur fermé défini sur €. Avec le théoreme du graphe fermé ([[DS’67], Theorem
I1.2.4, pag. 57]), on voit que AT'(t) € B(E), (V)t > 0. Supposons que 'application:

10,00) 3t +— T(t) : £ — D(A¥)
est k fois différentiable pour la topologie de la convergence uniforme et:
T(H)® = AbT(t) e B(E) , (V)¢ > 0.

De plus, avec la preuve précédente, on voit que T'(t)x € D (Ak“), pour tout ¢ > 0.
Soient x € £, ||z]| < 1lett>0. Sih>0etd€l0,t], on a:

*) . _ (k)
T+ h)Ye—-Tt) " AT ()

h
k _ _ Ak _

| A TETE R 5)2 ATOTC =0 sy — 512 —
_ AkT(é)% [Tt + h— 8) — T(t — 6)] & — AMT(S)T(¢ — mH _

1 t+h—(5d 1 t+h—§
_ k il el _ Ak+1 - _ _
— |4 ); / —T(r)a dr — AMIT(0) / T(t — )z dr|| =

t—0 t—0

1 t+h—4 1 t+h—4
_ k - _ Ak+1 - _ —
= |A'T@); | /5 AT(r)a dr — A™T(9) | /5 T(t — &)z dr

1 t+h—30
= |3AMT@) [ 1) = T(t - 0)]wdr| <
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AR5 o
ﬂ—jyim [ IT() =Tt = 8)] ol dr =

= a7 IT(e) - Tt - ) fl2ll

IA

oucé€l[t—a,t+h—4]. Il s’ensuit que:

Tt +h)"™ —1H)®
h

= AT < [ATE) | I1T() - T~ )]

ouc€ [t—d,t+h—4]. Par conséquent:
. T+n)® 1™
lim
A\0 h
Sih>0tel quet—h=>0etd€]0,t— hl, alors nous avons:

= A7), (V) > 0.

Tt —h)*Fz —1Tt)™

LA

“h
_ [ATOTE =8 = ATOTE == i o
h
_ A"“T(é)% [T(t = 6) = T(t — h — 6)] &« — APT(S)T(t - 5)xH _
t—6 t—6
- AkT(é)% / %T(T):E dr — Ak“T(é)% / T(t — &)z dr|| =
t—h—08 t—h—0
t—6 t—4
_ AkT((S)% | ATy dr A’““T(é)% [ T~ o)wdr =
t—h—08 t—h—4
1 t—o
= || -AFTT(8) [T(1) =T(t—9)]xzdr| <
e
eora]
< |T(m) =T = 0)| |lz[| d7 =
.

t
= [ T@)| 1T - Tt - ) Il
oucé€ [t—h—4t—4]. Il vient:

Tt —h)® —1H)™

_ pk+1
— AT (1)

< A TE)| 1T - Tt - o)

oucé€[t—h—d,t—J]. Par conséquent:

T(t — (k)_T (k)
T(—n® — 1)

_ Ak+1
lim — = AMITR) (V) > 0.
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Il s’ensuit que T' (t)(k) est différentiable pour la topologie de la convergence uniforme
et:

(TH®) =TH)*Y = A7), (9> 0.
Comme A est un opérateur fermé et A*T(t) € B(E), il résulte que A (AkT(t))
est un opérateur fermé défini sur £. Avec le théoreme du graphe fermé ([DS’67,
Theorem 11.2.4, pag. 57]), on voit que T(t)*™ = AT (¢) € B(E), (V)t > 0.
Finalement, on a obtenu (ii).

iii) Soient x € &€ avec ||z|| < 1et ¢t > 0. Pour h > 0 et § €]0,¢[ nous obtenons:

|t + )z = T(t) x| = [|AT(t + h)x — AT ()] <
< NATO)T(Et+h—=0) =T =) ll=l ,

d’ou 1l résulte:

|7+ ) =T < IAT@INT(E+ b = 8) = T(t = 0)]

De fagon analogue, pour h > 0 et 6 €]0,¢ — h[ nous obtenons:

|7t = hYz —T()x| = |AT(t - ) — AT()2]| <
< NATO)T(E—h—=0) =T =) ll=ll

d’ou:

Tt = n) = T@)|| < |ATO)| Tt~ h — 6) = T(t - )|

Il est clair que 'application:
10,00) 3t — T(t)" € B(E)

est continue pour la topologie de la convergence uniforme. Supposons que ’application:
10,00) 3 t — T(H)*™ € B(E)

est continue pour la topologie de la convergence uniforme. Si h > 0 et 6 €]0,¢],

alors nous avons:

|+ n) e — )"V al| = AT+ h)z — AT ()| <
< |AMTE)|ITE+ R = 8) = TE= ) ||=]

d’ou il s’ensuit que:

|7+ w0 — 1) * | < || A1) [T+ b — 8) — T( - )]
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D’autre part, pour h > 0 et § €]0,¢ — h[ nous obtenons:

|7t = n) e — 1) Ve = AT~ h)e — AFPT ()] <
< A TE)| Tt = b= 8) = T = 5)|| ||l

et on voit que:
|t = )Y — )"V < || AT @) | 1T (t = b = 6) = T(t - 6))|
Donc I'application:
10, 00) 3 t — T()*Y € B(€)
est continue pour la topologie de la convergence uniforme. La propriété (iii) en

découle immédiatement.m

Remarque 3.1.5 Si {T(t)},5, € SGD(M,w) , alors I'application:
10,00) 3t — T(t) € B(E)
est de classe (5 ).

Remarque 3.1.6 Si {T'(t)},., € SGD(M,w) , alors pour tout n € N* on a:

t

T(H)™ = AMT(t) = [AT (n

)] L (Wt >0,
Nous finissons cette section avec le théoreme spectral pour les Cy-semi-groupes
différentiables. Soit {T'(¢)},5 € SG(M,w) . Pour tout A € C et tout ¢ > 0, nous

avons défini 'opérateur linéaire borné:

B)Xﬁ)gﬁg

t
By(t)x = /e’\(t’s)T(s)x ds
0

et nous avons étudié ses propriétés avec le lemme R.6.1. Si le Cy-semi-groupe

{T'(t)},5, est différentiable, on peut montrer le résultat suivant.

Lemme 3.1.7 Soient {T'(t)},5, € SGD(M,w) et A son générateur infinitésimal.
Alors:



94 CHAPITRE 3. Cy-SEMIGROUPES AVEC PROPRIETES SPECIALES

i) pour tout A\ € C et tout t > 0, l'opérateur By(t) € B(E) est indéfiniment

dérivable et:

n ()
By(1)" = (BMHZTSL )  (neNy

ii) pour tout A € C et tout t >0 on a:
BO)"Tt)™ =Tt)"™By()™ | (V)n e N*.

Preuve Montrons les affirmations de 1’énoncé par récurrence.
i) Soient v € £, A € C et t > 0. Alors:

N

Supposons que:

Alors:

By(0)* e = (By(n) M) = N (Amt)x FTr 1Y m) -

il
k+1 T(t)(i)x
= N\t (B)\(t)x+ > Nt

=0

et nous obtenons (i).
ii) Soient A € C et ¢ > 0. Compte tenu du théoréme B.1.4, pour z € &, on voit
que T'(t)z € D(A") et:

t t t t
A"T(t):c:A"T(n—)x:A”T tot ot
n n n n
n fois
= arr () (5) 1 (G)e=[ar (7)) o=
n n n n

n fois

_ [T (f) A]nx —7 <"—t> A* =T A , (V)ne N,

n n

parce que le semi-groupe commute avec son générateur infinitésimal. De méme,

avec le lemme il résulte que:

BA(O)T(t) = T(t) Bx(1)
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Alors pour z € £, nous avons:

0
By(t)™T(t) x—A"( +Z Al+1> ) =

[
:A<
:T<(

D’autre part, pour x € D(A), nous avons:

z+1
)(2)

Zo
Hera <§x:
i=0
g )\H—l ) =Tt)B\(1)"z , (V)ne N
By(t)(A — A)x = (M — A)By(t)z
d’otur il résulte:
By\(t)Ax = AB\\(t)x
Supposons que pour € D(A*) nous avons:
B)\<t)Akx = AkB)\(t)x

Si x € D(A*1), il vient:

B)\(t)Ak—Hl‘ = B)\(t)Ak(Al‘) = AkBA(t)AI‘ = AkAB)\(t)l‘ = Ak—HB)\(t)ZL‘.

Il s’ensuit donc que:

B\(t) A"z = A"By(t)x

pour tout = € D(A™) et tout n € N*. De méme, si x € D(A"), on a:
BA(t)( JA" = ) ( )+ Z )\z+1 ) -

= \" (BA(t)A" + i %) x =

=0

(e AT,

)\z+1

=0

n ()
= A")\" ( Z ) ) = A"By(t)x , (V)n e N*.
Finalement, pour x € £ nous obtenons:

B\(O)"T(H)"x = Ba(t)™AT(t)x = A"By(t)"T(t)a =

= A"THOB\OMz =T B, )™z , (V)necN'm

95
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Théoréme 3.1.8 (spectral mapping) Soient {T'(t)},, € SGD(M,w) et A

son générateur infinitésimal. Alors pour tout n € N* on a:
(o)™ = [N a e o)) co (T)™) | (W)t >0,
Preuve Pour A € C et t > 0, nous considérons l'opérateur:

B)\(t) £ — €&

¢
By(t)x = /e)‘(t_S)T(s):p ds

Avec le lemme B.1.7, on déduit que l'opérateur By(t) € B(E) est indéfiniment

dérivable et:

n ()
BA(t)(n) =\" (BA(t) + Z T;QI ) , (V)n e N™.

Compte tenu du lemme P.6.7], il résulte que:
(M —ABy\t)z =Mz —T(t)x , Mzek

et que:
By\(t)M — Az =eMNe —T )z , (V)z € D(A).

Pour tout n € N* il s’ensuit que:
(M — AB\&) ™Mz = "Mz —Tt) "z | Mz e&

et:
Ba(t)" (N — Az = X'eMe —T(H) ™z, (V)z € D(A).

Si A € C est tel que \"eM € p (T(t)(")), alors on peut considérer:
Q= (M -T)™) e BE) |
pour tout n € N*. Par conséquent:
M —AB\®)"Qz =2 , (Vze€&

et:
QBN - Az =2 , (V)z € D(A),
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pour tout n € N*. Mais, avec le lemme B.1.7, il résulte:
B\(O)"MTt)™ =Tt)™By()™ | (V)n € N*.
Donc:
AT By — By()™T ()™ = AN B, (6)™ — T(t)™ By(t)™

et:
B\(t)™ (AreM T — 7)) = (XM —T(1)™) Br(t)™

pour tout n € N*. Par suite:

B\(H)™MQ=QB\1)™ |, (V)neN*
et nous voyons que:

M - AB\®)"Qz=2 , (Vzeé&

et:
B\ QW - Az =z , (VazeD(A) |,

d’ot1 on obtient que A € p(A). Nous en déduisons que A € o(A) implique \"eM €
o (T(t)(")) pour tout n € N*. Par conséquent:

{)\"e”‘ = a(A)} Co (T(t)<">) ,

ou bien:

e a(A)} c o (T(H)™)

{()”

et finalement:

(et"(A))(n) Co (T(t)(n)) )

pour tout n € N* et tout £ > 0.m
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3.2 (y-semi-groupes analytiques

Par la suite nous étudions la possibilité d’étendre I'intervalle |0, 00) a une
région du plan complexe, sans abandonner les propriétés de Cy-semi-groupe. Nous

désignerons par A l’ensemble:
{z€C|Rez>0 ety <argz <@y, p1 <0< pa}

Définition 3.2.1 On appelle Cy-semi-groupe analytique une famille {T'(z)},.5 C
B(E) vérifiant les propriétés suivantes:
i) T(0)=1I;
i) T(z1 4 20) = T(21)T(22), (V)21,22 € A;
iii) im, o T(2)x =z, Mz €&, z € A;
i) Uapplication:
A>3 z—T(z) € BE)

est analytique dans le secteur A.

Comme la multiplication par ¢! n’a aucun effet sur la possibilité ou I'impossibilité
d’extension a un semi-groupe analytique, il est suffit de considérer seulement les Cj-
semi-groupes uniformément bornés. Le théoreme suivant donne une caractérisation

pour les Cyy-semi-groupes analytiques uniformément bornés.

Théoréme 3.2.2 Soient {T'(t)},., € SG(M,0) et A son générateur infinitésimal
tel que 0 € p(A). Les affirmations suivantes sont équivalentes:
i) il existe 6 > 0 tel que {T'(t)},5, peut étre étendu a un semi-groupe analytique

dans le secteur:
As={2€C|Rez>0¢et |argz| <6} , >0

et {T(2)}.cn,, est uniformément borné dans tout sous secteur fermé Ay C As, ot
& €10, 4];
i1) il existe une constante C' > 0 telle que pour tout v > 0 et tout n # 0 on ait:

) C
|R(y +1in; A)|| < m

i11) 1l existe § € }O, g{ et K > 1 tel que:

p(A)DE(;:{)\EC

|arg \| <g+5}u{0}
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et:

||R<A;A>||s§ . (MAeSs— (o)

iv) Uapplication:

10,00) 2t —T(t) € B(E)
est différentiable et il existe une constante L > 0 tel que:

ATl < . w0
Preuve i) = i) Soit § € }0, z [ Si 0’ €]0, 0], il existe C" > 0 tel que:

I7(2)] <
pour tout z € Ay. Comme 'application:
As>z+—T(z) € B(E)

est analytique dans le sous secteur Ay, avec le théoreme de Cauchy ([DS’67, pag.
225]), on voit que

/T(z)dz:() ,

quel que soit le contour de Jordan lisse et fermé I' C Ag. Par conséquent, dans

I'intégrale
o

R(y+in; A)x = /e’('”"’)tT(t)x a , v>0,
0
on peut changer le chemin d’intégration par:

Ly ={r(cosf+isinh)|0<r <oo,|f <5}
Sin > 0, alors pour le chemin
[ 5 ={r(cosd —isind)|0<r<oo} |,

nous obtenons:

|R(y +in; A)z|| =

/e‘””mtT(t)x dt
0

= / e~ (yFimr(cosd'=isind) (o5 6" — i sin &'))a d(r(cos &' — isind’))|| <
I'_s

[e.e]

< / ‘6*(’Y+in)r(cos 8’ —isind’)
0

| T (r(cosd” —isind)|| ||x]|| cosd" —isind'| dr <

Clel . _C

o
S C/HxH/efr(ﬂ/coszgurnsiné’) dr = < ||ZL'||
0

~ ~ycosd +nsind T nsind’
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Si nous notons:

C/
C =
sing’
alors on obtient: c
| R(y +in; A)|| < o

Soit maintenant < 0. Alors pour le chemin

Ly ={r(cosd’+isind)|0<r <oo} |,

nous avons:
By + ims A)al = | [0+ (1) a] =
0

= /e_(VH”)T(COS YH+isnd) P (r(cos & + isin ')z d(r(cos & + isind’))| <

s’

VAN

| T (r(cosd’ +isind)|| ||x]|| cosd” +isind'| dr <

oo
/ ‘ 6—('y+in)7"(cos &' +isind’)
0

Claf . C
vy cosd' —nsind’ T —nsind’

< Olaf [ertreons s g - el = <
0 -1
Par conséquent: o
[ R(y +in; A < -

Finalement on voit que:

, C
[R(y +in; A)|| < [l

i) = 1) Comme {T'(t)},5, € SG(M,0), avec le théoréme de Hille-Yosida on
voit que:
M

RXA|| < —
1RO )] < =

pour tout A € Ag. Compte tenu du (ii), il existe C' > 0 tel que:

C
(A < ——
IR A < 7o

pour tout A € Ag avec Im\ # 0. Compte tenu des inégalités:
ReA|R(X; A)|| < M

et:
[ImAl|[ RN A < C
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nous obtenons:
RENRO A < M?
et:
Im* AR AP < C*

d’ou il résulte que:
(REA + I ) |R(X; A)||* < M? + C*
Par conséquent, il existe une constante K; = v/ M? + C? > 1 tel que:

K
[R(X A < ﬁ , (VA e A
Considérons A € C avec Re\ < 0. Soit v > 0 suffisamment petit et n # 0. Comme
I'application R(.;A) est analytique sur p(A), pour tout A = Re\+in € p(A) avec

ReX < 0, nous obtenons:

> (Rel — )" , "
R(\; A) = 27( oy Ry 4 i )

n=0

Avec la proposition [[.I.14 (iii), on voit que:
R(y +in; A" = (=1)"n!R(y + in; A)"*!

Alors il vient:

R(A4) = i(—l)"(ReA — )" R(y + in; A"

n=0

et cette série est uniformément convergente pour:
[R(y +an; A)[[ [Red =] < a <1

Compte tenu de la propriété (ii), elle est convergente pour la topologie de la norme

si A = ReX +in € p(A) est tel que sa partie réelle vérifie ReA < 0 et

aln| _ [n]
Reh — | < — < —
| =5 <7
C’est-a-dire qu’il existe un voisinage V., ¢ = %, de v 4+ in € Ay contenu dans

p(A) lorsque v > 0 est suffisamment petit. Dans ce voisinage V., il existe A € C
tel que ReA < 0 et A € p(A). Sinous définissons § € }O, g[ tel que:

_|ReX|  [ReA| a

tand = = ,
[ ImAl ol C

a €0,1],
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ol
§ = arctan — €]0,1]
- C 9 « 9 9

alors on voit que:

{CEC | arg (| <g+5}Cp(A)

Nous désignerons par Y5 1’ensemble {)\ eC ’| arg\| < § + 5} U{0}, oud € }0, g[
Si A€ Xs— {0} et ReX <0, alors nous avons:

IRO:A)) < 3 [ty im A7 Red 5" <

[e’e) Cn+1 &n‘n‘n _ 1 C

< T =
= n|ntt Cn 1 —a|Im)|
Comme:
| Re)| _ 1
|[Im\| ~ C
il vient:
| ReA|? _ 1
|[ImA]2 ~ C2?
d’ot:
| ReA|? | 1 .
mE e

Par conséquent
| ReA|? + [ ImAJ? _ 1+ C?
| Im\|? C? ’

ou
|2 _ 1+C?
| Im\|? C? ’
Il s’ensuit donc que:
1 - V1+C?
| Im\| C|A|
Par suite:
V1+C?
[R(A; A < TEDI (V)A € X5 — {0}
et si nous notons
/1 2
K2 — 1;0 > 1 ,
-«

alors il vient:

HR<A;A)HS|% C (re ;- {0}
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Finalement, on obtient qu’il existe K > 1 tel que:

HRM;A)HS% . (MAes; - {0},

i11) = 1v) Supposons qu’il existe § € }O, 5 [ et K > 1 tel que:

zgz{Aec

Jarg Al < 7+ 8} U{0)

et

||R<A;A>||s§ C (Mres; - {o).

Compte tenu du théoreme P.5.1], on voit que l'opérateur A est le générateur in-
finitésimal d'un semi-groupe {7'(t)},., pour lequel il existe M > 1 tel que

T <M , (V)t>0.
De plus, pour v € }%, 5+ 5[ on considere le chemin

r,=rPur® |

ol
'V = {r(cosv —isinv)|0 < r < oo}
et
I'® = {r(cosv +isinv)|0 <r < oo}
tel que

1
T(t) = 9 e R(z;A)dz , (V)t >0,

v

I'intégrale étant uniformément convergente par rapport a ¢ > 0.
Soit
0 :[0,00) x s — B(E)

o(t,2) = e R(z; A)
I est clair que I'application ¢ est différentiable par rapport a ¢t > 0 et:

dp(z,t)

— zt A
T 2e* R(z; A)

De plus:

|20 et a)] < &

ezt

., ()t >0.
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Avec le théoreme de dérivation de Lebesgue, on voit que 'application

10,00) 3t — T(t) € B(E) ,

1
T(t) = / “R(zA)dz , (V) >0,
27rzF
est différentiable et on a:
1
T(t) / #t A > 0.
(t) = 27”F 2 R(z;A)dz , (V)t>0

Comme v € }g, 5t 5[, il vient cosv < 0 et compte tenu que:

1 1
" — zt . zt . <
1T = | 5= / 2 R(z; A) dz + 3~ / 2 R(z A) do|| <
Fy(/l) F(VQ)
1 T t v 1 T t v
< o /rer 0sv|| R(z; A)| dr+2—/re7" osv|| R(z; A)|| dr <
T
0 0

K T K 1
< K femomng 2K (LY s

m ; m \—tcosv

on déduit qu’il existe L = W(f‘fosy) > 0 tel que:

L
IATON=IT@) <~ (V)t>0.
iv) = 1) Soit g > 0. Avec la formule de Taylor et compte tenu de la remarque
B-L, on a:
T(t) = iMT(’“)( /tt_un 1T (1) du =
B k! 1)! =
k=0 i
00 t
k n—1 gn
— T(to) + /(t WA () du
k=0 : (n—1)!

to
pour tout n € N*.
Compte tenu du (iv) et de la remarque B.1.4, on voit que:

< du <

< o fem ol ()]

IA
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Avec la formule de Stirling
n! = n"V2mne "tisn o, €)0, 1],

on obtient

nle™ > n"

Par conséquent:

t

ﬁ /(t — W) AT () du

to

pour t >ty > 0 et n € N* suffisamment grand.

Il en résulte que la série de Taylor est convergente vers T'(t) si t —ty < % et on a:

Tt)=> QA"T(tO)
— nl
Il s’ensuit donc que pour z € C vérifiant

to

Rez>0et |z -1 <
ez et |z — tol To

on peut définir une fonction analytique

T(:) = io (Z_nilto)nA”T(to)

La série de la partie droite de cette égalité est uniformément convergente par

rapport a z € C vérifiant les conditions Re z > 0 et

to
_t < _
|z = tol OéLe ’

ou a €]0,1].
Soit z € C tel que Re z =ty >. On voit que:

I 2] = |2 — o] < 22
mz|l =z —
0 Le )

d’ou:

|Im z| 1

< -

|Re z| ~ Le

ou encore

1
< t —
|arg z| < arctan (Le)
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En prenant

1
0 = arct —
arctan (Le) )

nous obtenons que 'application
As>z—T(z) € B(E)
est analytique dans le secteur
As={z€C|Rez>0et|argz| <}

De plus, si nous considérons z € C avec les propriétés Re z > 0 et |z — to| < Oéz—oe,

a €]0, 1], alors nous déduisons que:

1T < IT )l + > T AT (to)]| <
n!
n=1 :
X oa™ fto\" [ Ln\"
< ||T(t — | = — <
< Il + 325 (22) (5) <
s Q
< M "=M
< +n§1a i —
Par conséquent, si nous notons
/ 1
0 = arctan <aL—€) . a€l0,1],

nous voyons que l'application
As>z—T(z) € B(E)
est uniformément bornée dans le sous secteur
Ay ={2€C|Rez>0et|argz| <8} C A

Il est évident que T'(0) = I parce que {T'(t)},5, € SG(M,0). De plus, pour tout
t > 0 et tout z € Ay, il résulte que:

TH)T(z) = i <z_ni!to)nA”T(ltO +t) =

— f: (241 = (to+ t)]nA"T(to +t) =T(t+ 2)
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Alors, pour tous z1, 2z € Ag, nous obtenons:

T(20)T(2) = T(21) io WA”T@O) =
= AnT 21 i AnT(Zl + to)

22 -+ 21 (21 —+ f}o)]
n!

I .
Z AnT(Zl + to) = T(Zl + 22)

n=0
Soit

U T

0<t<oo

Nous prouvons que cet ensemble est dense dans €. Soient z € £ et t, > 0, n € N,

tel que lim,, o t, = 0. Alors pour z,, = T'(t,)x € &, n € N, nous obtenons:

lim x, = lim T(t,)z = x

n—oo n—oo
Par conséquent, & = £.
De plus, nous avons vu que {7'(2)},., , est uniformément borné dans tout sous
5

secteur fermé Ay. De méme, pour z € £ on obtient T'(t)x € & et:

lim T'(2)T(t)x = llir(l) T(z+1t)=T(t)x

z—0

Compte tenu du théoreme de Banach-Steinhaus ([[DS’67, Theorem I1.1.11, pag.

52]), il en résulte que

IimT(z)x=2 , (Vzref&, zes.

z—0
Finalement, on voit que {T'(2)}, 5, est un Cy-semi-groupe analytique qui étend le
semi-groupe {71'(t)},5, € SG(M,0).m

3.3 C(y-semi-groupes de contractions

Dans la suite nous présentons quelques probléemes concernant la classe du

Co-semi-groupes {T'(t)},, vérifiant la propriété || T(¢)|| < 1, pour tout ¢ > 0.

Définition 3.3.1 On dit que {T(t)},5, est un Co-semi-groupe de contractions sur
lespace de Banch € si {T(t)},5o € SG(1,0).
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Lemme 3.3.2 Soit {T'(t)},5, € SG(M,w). Alors, lapplication:
€ — Ry
llzl]| = supe™|T@)x| , (V)z €E,
>0
est une norme sur € équivalente avec la norme initiale || . ||.
Preuve Soit z € £. Pour tout t > 0, on a:
e T ()|l < e T lz] < M|z

En passant a la borne supérieure par rapport a t, on voit que:

Hl[l < Mfzl] , (V)z €&
D’autre part, nous avons:
[l = sup e T ()] = e T(0)z] = [lz]] , (V)ze€,
d’ou il résulte que:
lell < Ml < Mjzl] —, (V)z € €.
Par conséquent les normes ||| . ||| et || . || sont équivalentes.m

Théoreme 3.3.3 Soient {T'(t)},~, € SG(M,w), A son générateur infinitésimal
et: )
S(t)y=e'T(t) , (V)t>0.
Alors:
i) {S(t)}tzo € 8G(1,0);
i) le Co-semi-groupe {S(t)},5o a pour générateur infinitésimal l'opérateur B =

A—wl.

Preuve i) Il est clair que la famille {S(?)},., est un Co-semi-groupe. De plus,

pour tout ¢ > 0, on a:

115(@)ll] = sup ™| T(s)e™ T (t)a] =

= supe | T(7)al| < supe™T|T(r)z| = [[[][] (V) €€,
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d’ou on obtient:
NIS@z|[| < |[lz]l]] . (V)zeett>0.

Il s’ensuit que:
1s@l<1t ., (Mt=0

et, par conséquent, {S(t)},, € SG(1,0).
ii) Elle est analogue a celle du théoreme P.T.T1m
Pour les Cy-semi-groupes de contractions, on peut formuler la version suivante

du théoreme de Hille-Yosida.
Théoreme 3.3.4 Un opérateur linéaire:
A:DA)cCE—E

est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe {T'(t)},., € SG(1,0) si et seule-

ment si:

i) A est un opérateur fermé et D(A) = E;
ii) Ao ={A € C|ReX >0} C p(A) et pour A € Ay, on a:

1
XA <
IR A< o

(V)n € N*.
Preuve i) = ii) Comme {T'(t)},5, € SG(1,0), nous avons:
Tl <1 . (o,

Par suite, on peut prendre M =1 et w = 0. Avec le théoreme de Hille-Yosida, il

résulte que:

(i) A est un opérateur fermé et D(A) = &;
(ii) Ao={A € C|ReA >0} C p(A) et pour A € Ay, on a:

IR(N; A" < (V)n € N*.

(ReA)r
i) = i) Soit

A:DA)cCE—E&
un opérateur linéaire vérifiant les propriétés (i) et (ii) de I’énoncé. Avec le théoreme
de Hille-Yosida, il en résulte que A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-

groupe {T(t)},5, pour lequel il existe M =1 et w = 0 tel que:

r@l<1 , (V)t=0.
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Donc A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions.m
Une autre caractérisation tres intéressante des Cyy-semi-groupes de contractions
est donnée par le fameux théoreme de Lumer-Phillips, dans lequel interviennent

les opérateurs m-dissipatifs.

Définition 3.3.5 On appelle opérateur m-dissipatif un opérateur linéaire A :
D(A) C & — & vérifiant les propriétés suivantes:

i) A est opérateur dissipalif;

it) il existe ag > 0 tel que Im (ool — A) = €.

Théoréme 3.3.6 (Lumer - Phillips) Soit A : D(A) C € — & un opérateur
linéaire tel que D(A) = €&.
L opérateur A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe {T(t)},5, € SG(1,0)

si et seulement si A est un opérateur m-dissipatif.

Preuve = Soit A : D(A) C & — & le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
{T(t)}50 € SG(1,0). Siz € D(A) et z* € J(x), alors pour tout ¢ > 0 on voit

que:
Re(T(t)x — x,2") = Re(T(t)z, ") — Re(z, ™) <

(T(t)z, 2")| = Re(z, ™) < IT(@)x|l2"]]. — [|l=]* <

l=]l* = flzl* =0,

IA

IA

d’ou:

1
;Re(T(t):p —z,2") <0 , (V)t>0.

En passant a limite pour ¢ \ 0, il vient:
Re(Azx,z*) <0

pour tout x € &£ et tout z* € J(x). Il s’ensuit donc que A est un opérateur
dissipatif.

D’autre part, avec le théoreme B.3.4 , on voit que |0,00) C p(A). Donc ol — A €
GL(E), (V)a €]0,00). Par suite, Zm (ol — A) = £ pour tout o > 0 et finalement
on voit que A est un opérateur m-dissipatif.

i) Soit A : D(A) C € — £ un opérateur m-dissipatif tel que D(A) = £. Alors, il
existe ap €]0,00) tel que Zm (gl — A) = €. En appliquant la proposition [.2.3,
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on voit que Zm (ol — A) = &, pour tout a €]0, 00). Il s’ensuit que ]0, 00) C p(A).
Comme A est un opérateur dissipatif, compte tenu de la proposition [[.2.2, il vient:

[(al = A)z| > afzl| , (V)€ D(A),
d’ou: .
A < =
| R(o; A)] <~

pour tout o €]0,00). Avec le théoreme B34, on voit que A est le générateur
infinitésimal d’'un semi-groupe {7'(¢)},, € SG(1,0).m

Proposition 3.3.7 Soit A € B(E) tel que ||A]| < 1. Alors {et(A_I)}t>0 est un

semi-groupe uniformément continu de contractions.

Preuve Il est évident que {et(A_I )}t>0 est un semi-groupe uniformément continu.
De plus: -
o] < o] ] < et <L oz om

3.4 Notes

Pour les propriétés des Co-semi-groupes différentiables nous avons consulté [Pa’83-1| pag. 51],
[Ah’91], pag. 73] et [Da’8(, pag. 28]. Le théoréme se trouve dans [[Le’00-1]).

Les propriétés des Co-semi-groupes analytiques uniformément bornés se trouvent dans [[Pa’83-1],
pag. 60], [Ah’91], pag. 81] ou [Da’80, pag.59]. Une introduction tres intéressante des Co-

semi-groupes analytiques, par la construction d’un calcul fonctionnel adéquat, est donné dans

[CHADP’87 pag. 121].
Le théoreme a été montré par Lummer et Phillips dans .
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Chapitre 4

La formule de Lie - Trotter

4.1 Le cas des semi-groupes uniformément con-

tinus

Dans cette section nous présentons la formule du produit de Lie-Trotter pour

les semi-groupes uniformément continus.

Théoréme 4.1.1 Soient A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformé-

ment continu {T'(t)},5, et ({An(t)}tZO)neN C B(E) tel que:

lim [[A,(8)[| =0,

n—oo

uniformément par rapport a t sur les intervalles compacts de [0,00). Alors:

n

T(t) = lim [I+ % (A+ An(t)) ;

uniformément par rapport a t sur les intervalles compacts de [0, 00).
Preuve Soient 0 < a < b. Si nous notons:
t
Va(t) =1+ - (A+ A, (1)
alors, pour tout 0 < k < n, on a:

[vEo)|| = H I (A4 An(t))r <

< [t S aan+ia@n] < i+ a4+ 1amn] -

113
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_ z":tl |A||+||A z": |A||+||A (O

=0 i=0

Z t' (JJA[ + ||An( )||) — tUAIHIA O < pf

7!

i=0
cette derniere quantité etant uniformément bornée par rapport a t € [a,b]. De

meme, pour:

Un(t) =ex? | (W)t >0,

nous obtenons:

et pour tout 0 < k& < n, nous avons:
n S = = =

uniformément par rapport a t € [a, b]. Il vient:

Vi) — Up(t) = V20U — VI 00 +
bV UL — VI OUR() +
bV OUR) - VIOUL) =
= 3 [ v euto] =

= Y VO Val) - Un @) U (0)

Comme:

t t .
Vn(t)—Un(t):IjLEAJr—A (t) —en? =

t t 1 ¢
= I+-A+-A I——A———A2
oAt A — 512 ,
il résulte que:
t 1 t? 2,

IVa(t) = Un()]] < —[[Aa@I] + 55 S 147 +

Par conséquent:
n—1 1 t2 )
V(o) - H<ZM(—HA O+ 5114l +-~-)N:

1 ¢2
= MN(tHA()HJr HAH2 ~->%0 si n— oo,

uniformément par rapport a t sur les intervalles compacts de [0, c0), ce qui acheve

la preuve.m
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Théoréme 4.1.2 (la formule exponentielle) Soit A le générateur infinitési-

mal d’un semi-groupe uniformément continu {T'(t)},,. Alors:

T(t) = lim (1+3A) — lim (I—EA)_ — lim [QR (E;A)]n ,
n n t

n—00 n—00 n—00 t

uniformément par rapport a t sur les intervalles compacts de [0, 00).

Preuve La premiere égalité résulte du théoreme [.T.1 pour A,(t) = 0, quels que
solent n € N et t > 0.
Soient 0 < a < b. On a:
4] <
n
pour n suffisamment grand et ¢t € [a,b]. Avec le lemme [[.1.9, il vient:

r-tacaore
n

et:
t —1 OotzAz t
I——A) - i+ tuaran
(1-= S = (A A)
ou:
t o,
et:
lim [A,(t)[[=0 ,

n—0o0

uniformément par rapport a t € [a, b]. Avec le théoreme [L.1.1], on voit que:

T(t) = lim <I+%(A+An(t))>n ~ lim [1— %A]n ,

n—oo n—oo

uniformément par rapport a t sur les intervalles compacts de [0, 00).

La troisieme égalité en résulte compte tenu que:

(-4 =2 Gr-A T -] -

Théoréme 4.1.3 (la formule de Lie-Trotter) Soit A; le générateur infinité-
simal du semi-groupe uniformément continu {Ti(t)},5, et As le générateur in-

finitésimal du semi-groupe uniformément continu {T5(t)},~,, alors Uopérateur:
A& —E |

Ax = Az + Ay
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est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe {T'(t)},, uniformément continu,

T(t) = Tim {Tl (%) T (%)]n ,

uniformément par rapport a t sur les intervalles compacts de [0, 00).

tel que:

Preuve Nous avons successivement:

T (E) T, (E) = efLAl w2 —
n n
t 1 1 ¢

1 2 1 3 2

= l]+ A1+ tA2+—t—A3 HI+ A2+ tA2+——A3 =
n
t2

= I+ — (A1+-A2) = ( AT+ AL Ay + Ag)-+ -

t

. [(A1+A2) n(iA§+A1A2+5A§)+W]:
= I+ - [A+A()] ,

ou l'opérateur:

t t2 1 1
A(t) = < A2 4 A A, + A2> 2 <3|A3 !AfAQ AR+ 5/1;’) +

a la propriété:

14,01 < L[5+ A 2]+

e

t2 1
— EA? + iAfAQ + 5AlA§ + 5A§ +

uniformément par rapport a t sur les intervalles compacts de [0,00). Avec le
théoreme [.1.1], on voit que:

o= 1 () (1))

uniformément par rapport a t sur les intervalles compacts de [0, 00).m

+

-—0 sin—oo |

Remarque 4.1.4 Si A, B € B(£), alors on a:

HA+B) — im (enAertLB)

)
n—oo

uniformément par rapport a t sur les intervalles compacts de [0, o).
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4.2 Propriétés de convergence des Cy-semi-groupes

Dans cette section on introduit la topologie de la résolvante sur ’ensemble

GZ(&) des générateurs infinitésimaux et on montre le théoreme de Trotter - Kato.

Définition 4.2.1 On dit que la suite (Ay,), N+ C GZ(E) est convergente vers A €
GZ(E) pour la topologie forte de la résolvante si pour tout A € () p(An) N p(A),
neN*

on a:

RN A))x — RN Az, si n— oo, (V)xefl.

De méme, on dit que la suite (Ay), o C GZ(E) est convergente vers A € GI(E)
pour la topologie uniforme de la résolvante si pour tout X € () p( 2) N p(A), on

nelN
a:
[R(A; Ap) = RN A)| — 0, si n— oo
Par la suite, nous supposerons que GZ(&) est doté de la topologie forte de la
résolvante.

Lemme 4.2.2 Soient {T'(t)},~, , {S(t)}50 € SG(M,w) et A, respectivement
B, leur générateurs infinitésimaux. Alors pour tout X € A, et tout x € € on a
[’égalité:
t
R(\;B)[T(t) — S(t)] R(\; A)x = /S(t —s)[R(\A) — R(N; B)|T(s)x ds

0

quel que soitt > 0.

Preuve Soient z € £ et A € A,. Alors R(A\; A)x € D(A) et R(\; B)x € D(B).
L’application:

[0,4] 3 5 — S(t — s)R(\; B)T(s)R(\; A)z € &

est différentiable et pour s € [0,1] et = € £ nous avons:

% (t — s) [R(O\; B)T(s)R(\; A)z]
= S(t—s)(=B)R(\; B)T(s)R(\; Az + S(t — s)R(X\; B)T(s)AR(); A)
= S(t—s)(M = B=A)R(\; B)T(s)R(\; A)x +
4+ S(t—s)RO\ B)T(s)(=AI + A+ A)R(\; Az =
— St — $)T(s)R(\; A)x — AS(t — s)R(\; B)T () R(; A)a —
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— S(t—s)R(N\;B)T(s)x + AS(t —s)R(\; B)T(s)R(\; A)x =
= S(t—s)[T(s)R(\; A)x — R(\; B)T(s)z] =
= S(t—s)[R(\ R(\; B)|T(s)x

A) -
puisque la résolvante R(\; A) commute avec T'(t), (¥)t > 0. Par conséquent:

(
(

St —s)R(\; B)T(s)R(\; A)xl|l = /S(t —3s)[R(NA) — RN B)|T(s)xds

RO\ B)T(t)R(X; A)x — S()R(\: B)R(X; A)z =
= ] S(t—s)[RONA) — R B) T(s)zds , (V)z €E.
Comme S(t)R()\;O B) = R(X\; B)S(t) pour tout > 0, on obtient finalement:
R(\ B) [T(t) — S(t)] R(X; A)x = /t S(t— s) [R(\ A) — R(\: B)] T(s)z ds
pour tout z € Em 0

Le théoreme suivant présente une tres jolie correspondance entre les Cy-semi-

groupes d’opérateurs linéaires bornés et leur générateurs infinitésimaux.

Théoréme 4.2.3 Soient ({T”(t)}tzo)neN* C SG(M,w) ayant pour générateurs
infinitésimauz les opérateurs (Ap)nen C GZ(M,w) et {T(t)},5, € SG(M,w) ayant
pour générateur infinitésimal 'opérateur A € GI(M,w).
Les affirmations suivantes sont équivalentes:
i) A, — A, sin — oo, pour la topologie forte de la résolvante;
ii) pour tout ty €]0,00) on a l’égalité:
lim { sup ||T.(t)x — T(t)x”} =0 , (Mzef.
00 | telo,to)
Preuve i) = ii) Supposons que A,, — A, si n — oo, pour la topologie forte de

la résolvante. Pour tout A € A, nous avons:
R\ Ap)r — RN A, sin— oo, (Vze€.

Soient ty €]0,00), © € £ et A € A, arbitrairement fixées. Puisque la résolvante

commute avec le semi-groupe associé, il résulte que:

[T (t) = T(O)] R(A; A)z = To(t) [R(N; A) — R(A; An)] z +
+ ROGAY) [To(t) — T()] z + [RON Ay) — RO\ A)] T (1)
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Montrons que cette expression tend vers zero si n — oo.
Comme ({Tn(t)}t>0) C SG(M,w), il est clair que:

neN*

IT.(@)] < Me™ (V)¢ € [0, to].

Compte tennu de (i), on voit que le premier terme converge vers zero si n — 0o,
uniformément par rapport a t € [0, to].

De méme, la continuité de l'application ¢ — T'(t)x sur Uintervalle compact [0, to],
conduit au fait que 'ensemble {T'(t)x |t € [0, to] } est compact, comme I"image d'un
compact par une fonction continue. On en déduit facilement que le troisieme terme
est fortement convergent vers zero lorsque n — oo et cette convergence est uniforme
par rapport a t € [0, to].

Pour le deuxiéme terme, compte tenu du lemme [f.2.9, on a:

R(A; An) [T(1) = Ta(D)] R(A; A)x = /Tn(t — s) [R(X; A) = R(A; An)] T (s) ds,

pour tout ¢ € [0,%]. Si pour s € [0, ], on pose
fen(s)x =T, (t —s) [R(N;A) — RN AL T(s)r ., 0<s<t<ty,
alors on voit que:

[fen(s)zll = NITn(t = s) [R(A; A) = R(X; An)] T (s)z|| <
1T (@ = )R A) = RO AT ()] ]| <
MeC= (R A+ 1RO An)ll) Me=* ]| <

Me t<Re)\—w +Re)\—w) Me t||:zc|| -
2M3

2wt
Re \ — Wt I

INIA

IN

De plus, compte tenu des inégalités:

[fen(s)zll = [Ta(t = 5) [R(A; A) = R(A; A)] T(s)x|| <
< Tt = )R A) = RO A [T ()] =] <
< MUV RN A) = R(A; Ay)|| Me* [la]| <

IN

M?e! | R(A; A) — RO Ayl

nous obtenons
lim || fin(s)z]| =0

n—o0
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quels que soient s € [0,t] et t € [0,%y]. Avec le théoreme de la convergence dominée
de Lebesgue ([DS’67, Theorem I11.3.7, pag. 124]) il résulte que:

n—0o0

t t
lim [ fon()2] ds = [ Jim |fia(s)all ds
0 0

pour tout ¢ € [0,to]. Il s’ensuit donc que:

lim ||R(A; An) [T(t) = T.(t)] ROA; A)x|| =0, (V)z €€,

n—0o0

uniformément par rapport a t € [0,ty]. Si nous notons y = R(\; A)x € D(A), on
voit que:

lim [[R(A; A,) [T(t) = Ta(O)]yll =0, (V)y € D(A),

n—oo
uniformément par rapport a t € [0, ¢]. Par conséquent, si x € D(A), le deuxieme
terme tend vers zero pour n — oo, uniformément par rapport a t € [0, ¢o].

Il s’ensuit que:
nm{sup ||[Tn<t>—T<t>JR<A;A>x||}:o . (e eD(A)
00 | telo,to)

d’ou il résulte immédiatement:

nm{sup H[Tn(t)—T(t)]yH}zo . (W € RO AYD(A).

00 | te(0,to)]
Comme R(\; A)D(A) = D(A?), compte tenu du théoreme P.2.10 on voit que
R(X\; A)D(A) = £€. Nous obtenons finalement:

lim { sup ||T.(t)x — T(t)x”} =0 , (Mzefl.

00 | telo,to)]

i1) = i) En appliquant le théoréme 2.3.0], nous obtenons pour A € A,:

[R(X\; Ap) — R\ A)]x = 7;_” [T,(t) —Tt)]xdt , (V)xe€E,

d’ou 1l résulte:
[[R(A; An) — R(A; A)] 2| < /efReM |[T.(¢) =T@®)] | dt , (V)z €.
0

Mais:
I[Tn(t) = T(1)] x| < 2Me"||z]|
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quels que soient x € £, t > 0 et n € N*. Dans ce cas, en posant:
falt) = ML) =Tz . (NE=0

on voit que:
Ifa(O)ll < 2Me”EX iz ()t 2 0.

De plus, compte tenu de I'inégalité:
£ < e "M NTu(t) = T@®)] 2l

nous obtenons:

lim [[fo(O)]f =0, (V)t > 0.

Avec le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue ([DS’67, Theorem
I11.3.7, pag. 124]), il vient:
lim ||[[R(\; An) — RO A)]z|| =0

n—oo

pour tout z € £ et tout A € A,. Donc A, — A, si n — oo, pour la topologie
forte de la résolvante.m

Une version intéressante du théoreme est le théoreme suivant.

Théoréme 4.2.4 Soient ({Ta(t)}tzo)a>0 C SG(M,w) ayant pour générateurs in-
finitésimauz les opérateurs (Aa)a>0 C GZ(M,w) et {T'(t)},59 € SG(M,w) ayant
pour générateur infinitésimal l'opérateur A € GIT(M,w).

Les affirmations suivantes sont équivalentes:

i) pour tout x € D(A), il existe x, € D(A,) tel que:

limzx, =z
a\,0

et:

lim A,x, = Ax;
a\,0
i) pour tout A € A, on a:
li{% RN\, Ay)r = RN Az, (V)zeé;

iii) pour tout ty €]0,00), nous avons:

lim { sup ||To(t)z — T(t)x”} =0 , (Mzef.

aNO | e, o]
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Preuve i) = ii) Soient A € A, et z € D(A). Alors il existe x, € D(A,), a >0
tel que

limz, =2
a\,0

et:
ii{‘% Ajry = Ax

Nous définissons
y= A —A)x e (M —A)DA)
et
Yo =M — Ay)ze € (M —Ay)D(An) . a>0.

Il résulte que x = R(\; A)y et x4 = R(X; An)ya. Compte tenu des égalités du (i),
nous obtenons:

613\1% R(A; An)ya = RN A)y

et:
lim A R(A; Aa)ya = AR(X; A)y

On voit que cette derniere égalité devient:

li{%()\[ — M 4+ AR An)Ya = M = A+ A)R(N; A)y

ou bien

g{% )\R()\7 Aa)ya - il{%()\] - Aa)R(A; Aa)ya =

= AR(M Ay — (AL = A)R(X; A)y

Il vient:

AR(X A)y = limya = AR(A Ay —y
d’ou:

g}{_‘% Ya =Y

D’autre part, pour tout o > 0 on a:

M

RN AL <
IR A < 75—

et pour y € (A — A)D(A) on voit que:

R(A; An)y = RN\ Aa) (Y — Yo + Ya) = R(A; Aa) (Y — Ya) + R(A; Aa)Ya
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Par suite:
|R(A; Aa)y — R(A Ayl <
RN Aa) (W — ya) |l + | R(A; Ad)ya — R(N; A)y|| <
M
1y = yall + [[R(X; Aa)ya — ROV A)yll

IN

IN

Rel —w
d’ou il vient:
lim R(X Aa)y = R(A A)y

pour tout y € (A — A)D(A). Comme (A — A)D(A) = &, on voit que:
li{% RN\, Ay)r = RN A, (Y)x e€.
i1) = 1) Solent A € A, et x € £ tel que:
il{r(l) R\ Ay)x = R(A\ A)x
Si nous définissons:
= R(\ Ay)x € D(A,)
et:
y =R\ Az eD(4)
nous obtenons:
}3{% Ya =Y
De plus:
il{r(l) Ao = il{% A RN\ Ay)x = il{r(l)[)\R()\; Ay)x —x] =
= AR(N Az —x=AR\A)x = Ay

123

1) <= iii) Cette équivalence s’obtient avec une preuve analogue a celle du

théoreme f.2.3m

Corollaire 4.2.5 Soient <{Ta(t)}t20) e SG(M,w) ayant pour générateurs in-
finitésimauz les opérateurs (Aq)as0 C GZ(M,w) et {T'(t)},5o € SG(M,w) ayant

pour générateur infinitésimal l'opérateur A € GI(M,w). Supposons que pour

tout © € D(A), il existe & > 0 tel que pour tout o €]0,d] on ait x € D(A,) et

limg\ o Aqx = Az. Alors, pour tout ty €]0,00) nous avons:

hm{ sup ||To(t)z T(t)x”} =0 , (Mzef.
aNO | e, o]
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Preuve Dans le théoréme [£.2.4, nous pouvons prendre x, = z, (V)a €]0,5[.m
Le théoreme suivant montre que sous certaines conditions, GZ(M,w) est une

sous-classe fermée dans GZ(E).

Théoréme 4.2.6 Soient (A,)nen+ C GZ(M,w) et \g € A, tel que:

i) (R(Xo; Ap))pen+ €5t fortement convergente vers Ry, € B(E);

i) Im Ry, = &.

Alors il eziste un unique opérateur A € GIZ(M,w) tel que Ry, = R(\o; A).

Preuve Nous notons:
S = {)\ €A, ‘(R()\; Ap))pens €st fortement convergente} :

Montrons que S = A,,.
Prouvons que S est ensemble ouvert dans A,. Soit p € S. Pour tout n € N*,
I’application:

p(A,) 2 A — R(X\; A,) € B(E)

est analytique et nous avons:

RN A = >

= (=N R A"

k=0
Comme A,, € GZ(M,w) implique:
M
A < —— ke N*
|Ros A < e+ (ke

on voit que:

. M |/~L—>\\>k
R(A AL < — MF|R(p; AR < (
1B A< 32 | = ARG A < o 32 =)

La série de la partie droite de cette inégalité est convergente sur ’ensemble:
V={NeA|lp—A(Ren—w) < 1}.

Il en résulte que la série:

e}

RN An) = >~ = N R(p; Ap)™
k=0
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est uniformément convergente sur les compacts
V,,:{)\EAW‘ = A|(Rep —w) ™t <v < 1} cV

Comme

= A < ZV ,

Rep—wim
on voit que la suite (R(A; Ay)),cn- €st fortement convergente pour tout A € V,.
Donc il existe un voisinage de y contenu dans S. Par conséquent S est ensemble
ouvert dans A,,.
Maintenant, nous allons montrer que S est un ensemble relativement fermé dans

A,. Soient (A,),,en C S et A € A, tel que

A= lim A,

m—00

Pour tout v €]0, 1], il existe A, € S tel que:
Ay — M (Re A, —w) ' <v <1

Compte tenu de la premiere partie de la preuve, on voit que la série

RN AL =S (= N RO s A)E?
k=0

est uniformément convergente et que la suite (R(X\; A4,)), € N* est fortement
convergente. Par conséquent, A € § et § est un ensemble relativement fermé dans
A,. Comme )y € S, nous voyons que § = A, par connexité.

Pour A\ € A, définissons l'opérateur Ry € B(E) par:

Ryr = lim R(\; A,z , (V)x el

n—oo

Soient A\, p € A, arbitraires. On a:

(Rx — RM) v = lim [R(\An) — R(p; Ap)]x =

n—oo

= (u—ANR\R,x , (Mzef.

Par conséquent R, est une pseudo-résolvante, quel que soit A € A,. Comme il
existe \g € A, tel que Zm R, = &, compte tenu du théoreme (ii), on
déduit que Zm Ry = &, quel que soit A € A,,. Avec I'inégalité:

M

1RO A" < o

(V)X € A, et m € N*,



126 CHAPITRE 4. LA FORMULE DE LIE - TROTTER

on voit que pour tout compact K C A, il existe My > 0 tel que
sup [[R(A; An)|| < Mk,
AEK

quel que soit n € N*. Avec le lemme de Montel ([[GS’99, pag. 220]), on déduit

qu’il existe une sous-suite (R(\; Ay, )),en- telle que
Ryx = klim RN A, )x , (Vz ek,

uniformément par rapport a A sur les compacts de A,. Comme R(\; 4,,) est un
opérateur injectif pour tout k& € N*, avec le théoreme de Hurwitz ([GS’99, pag.
193]) nous obtenons que Ry est un opérateur injectif, donc Ker R(A; A,) = {0}.
En appliquant le théoréme (iii), on voit que pour tout A € A, il existe un
opérateur linéaire A : D(A) — &, A = A — Ry' fermé et défini sur un sous
espace dense tel que Ry = R(\; A), (V)A € A,. De plus:

M
RXA" <
IR A" < oy

et le théoreme de Hille - Yosida implique alors que A € GZ(M,w).m
Maintenant, nous avons toutes les conditions pour formuler un autre résultat

important concernant les Cy-semi-groupes.

Théoréme 4.2.7 (Trotter - Kato) Soit ({Tn(t)}tzo)neN* C SG(M,w) ayant
pour générateurs infinitésimauz les opérateurs (Ay), . C GZ(M,w).

Sl existe N\g € A, tel que:

i) (R(Ao; An))pen- €8t fortement convergente vers Ry, € B(E);

i) Im Ry, = &,

alors il existe un unique opérateur A € GLZ(M,w) tel que Ry = R(\; A), (V)X €
Ay. De plus, si {T(t)},5 est le Co-semi-groupe engendré par A, alors pour tout

to €]0,00) on a:

lim { sup ||T.(t)x — T(t)x”} =0 , (Mzefl.
00 | te(0,to]

Preuve Les affirmations du théoreme résultent du théoreme [L.2.3 et du théoreme

f2.0m
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4.3 Formule de Lie - Trotter pour les (\)-semi-

groupes

Dans la suite, nous montrons le théoreme de représentation générale, la for-
mule exponentielle et la formule de Lie-Trotter pour les semi-groupes fortement

continus. Nous commencons par un résultat technique.

Lemme 4.3.1 Soient T € B(E) et M, N > 1 tel que:
|TH| < MN* . (V)k e N*.

Alors, pour tout n € N, nous avons:

Hen(TfI)x _ T”:cH < Manle(Nfl)n\/ng(N —1)2+nN|Tz — z|
pour tout x € .

Preuve Soient k,n € N tel que k > n. Alors, nous avons:

k-1

Z (Tz‘+1x _ Tix)

=n

frta ] - :

k—1
|Ta —al| < | T — 2 3 MN' <

k—1 _
< S
i=n

k-1
< M|Tx—z|| Y N "= (k—n)MN" Tz —z| <
< |k —n|MN"™ Y Te —2|| , (Vzek.

Compte tenu de la symétrie, il est clair que cette inégalité reste valable si nous

considérons n > k. Par suite, on voit que:
HTkiL’ - T”xH < |k —=n|MN"™ Tz —z| , (VzecetnkecN.
Sit>0etne N, alors nous avons:

e 7] = :

—t = tk k n
e ZE(T z—T a:)
k=0 "

oo 4k 00 k
< ety % HT’% — T"xH <MN" e | Te— 2| )] (tN)
k=0 k=0

k!

|k —n
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Avec I'inégalité de Cauchy-Schwartz, il vient:

$- () |k_n|:§( <tg>k>( “JICV!)’W;C_M) .

k=0 k=0
. $ g “Z)’“J g <tZ>k(k N vy e

Il s’ensuit que:

Het(T_I)x - T":EH < MN"_le(N_l)t\/(n — Nt)2 + Nt|Tx — z||

quel que soit x € £. Finalement, en prenant ¢ = n, nous obtenons l'inégalité

considérée dans 'énoncé.m

Théoréme 4.3.2 (de représentation générale) Soit {F(t)},., C B(E) une famille
d’opérateurs linéaires bornés avec F'(0) = I. Supposons qu’il exist_e w>0etM>1
tel que:

|FOF| < Mk (W) e N,

pour tout t > 0.

Si A est le générateur infinitésimal d’un Co-semi-groupe {T(t)},5, tel que:

im ZWT T 4 v e D),
t\,0 t

alors nous avons:

n—o0 n

t n
T(t)xr = lim {F (—)} x , (Mzef,
uniformément par rapport a t sur les intervalles compacts de [0, 00).

Preuve Soient 0 < a < b. Pour t € [a, b], définissons:

Ay=1 [F (%) —1} . (V)neN-.

Il est clair que A, € B(E), (V)n € N*, d'ou il résulte que pour tout n € N*, A4,
est le générateur infinitésimal du semi-groupe uniformément continu {etA"}t>0 et,
de plus, nous avons: -

lim A,z = Ax , (V)x € D(A).

n—oo
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Avec le corollaire [£.2.5, nous voyons que:

lim ey =Tx , (V)x €&,

uniformément par rapport a ¢t € [a,b]. Compte tenu du lemme [.37], si x € D(A)
il vient:

[ (Zﬂ <
(G

)z -
Mew%(n1)+<e“%1)n\/n2 (e” 1)2_'_”6 Lt (%)x—:p
n
et w (- 1) 4 Pt [P G )tw—f |
n i
d’ott:
etAng — F(:L) n:c — 0 si n— oo,

pour tout x € D(A), uniformément par rapport a ¢t € [a,b]. De plus, pour tout
x € D(A), nous avons:

e [r ()]«

t n
HT(t)a: Ang — {F( )] xH — 0 si n— oo,
n

d’ou 'on déduit que:

- [r (1)

<

n

z , (Y)xeDA),

uniformément par rapport a ¢t sur les intervalles compacts de [0, 00)
Comme D(A) = £ et HF( ) H < Me**, on voit que:

T(t)x = Jim [F <E

xr , (Vrek&,
e
uniformément par rapport a t sur les intervalles compacts de [0, 00).m

Théoréme 4.3.3 (la formule exponentielle) Soient {T'(t)},., € SG(M,w) et
A son générateur infinitésimal. Alors:

T(t)r = lim (I— iA)_ r = lim {%R (%;A) r , (VMzef,
n—o0 n n—o0

uniformément par rapport a t sur les intevalles compacts de [0, 00)

n
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Preuve Pour A € GZ(M,w) et t € }O, % {, nous définissons:

F(t) = (I - tA)" = %R <% A>

Compte tenu du théoreme de Hille-Yosida, on voit que:
1 /1 k N M M
o= =Gl < () 2 - o
(i -)

- <e%
(1 —wt)k =

Comme:

il vient:
o] < e

pour t € }O, i} D’autre part, avec le lemme nous obtenons:

F(t)z — 1
i 20T =2 ey - 1 = tim A1) =
t\.0 t t\O0 t t\.0

— limA FR (1; A) ¢ =Ar | (V)zeD(A.
Y] t t

Compte tenu du théoreme de représentation générale, on voit que:

T(t)xr = lim {F (E)]nx = lim ([— %A)nx =

n—oo n n—oo
= lim [%R(%Aﬂ x , (Mzek,

n—0o0

uniformément par rapport a t sur les intervalles compactes de [0, 00).m

Théoréme 4.3.4 (la formule de Lie-Trotter) Soient Ay € GZ(My,w) le générateur
infinitésimal du semi-groupe {T1(t)},50 € SG(My,wr), respectivement Ay € GI( My, wy)
le générateur infinitésimal du semi-groupe {T5(t)},5g € SG(Ma,ws). Supposons

qu’il existe w > 0 et M > 1 tel que:

| )| < Mert - (9)k e N*.

St l'opérateur
A:DA)CE —E,

défint par:

Ar = Az + Ayxr , (V) € D(A) = D(A;) N D(A,),
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est le générateur infinitésimal d’un Co-semi-groupe {T'(t)},5,, alors:

T(t)xr = lim {Tl (%) Ty (E)]nx , Mz eg,

n—0o0 n

uniformément par rapport a t sur les intervalles compacts de [0, 00).

Preuve Soit:
F :[0,00) — B(E)

F(t)=Ty()T(t) , (V)t>0.

Il est évident que F'(0) = I. De plus, pour x € D(A), nous avons:

F — T, ()T —
lim () —x — lim ()T (t)r — x _
N0 t t\.0 t
t\0 t t\.0
Ts(t)x —

Avec le théoreme de représentation générale, on voit que:

T(t)xr = lim {F (z)]nx: lim {Tl (i) Ty (i)rx , (V)z ek,

n— oo n n—0oo n n

uniformément par rapport a t sur les intervalles compacts de [0, 00).m

Remarque 4.3.5 Si A € GZ(M,w), compte tenu de la formule exponentielle, on
peut définir:

er = lim (I—EA) x = lim [%R (%Aﬂ x , (Mzekg,
n

n—oo n—oo

uniformément par rapport a t sur les intervalles compacts de [0,00). Avec cette
notation, dans les hypotheses du théoreme [.3.4, nous obtenons pour la formule

de Lie-Trotter I'expression:

ez = lim {e%Ale%AQ}nx , (Vzx ek,

n—oo

uniformément par rapport a t sur les intervalles compacts de [0, 0o).



132 CHAPITRE 4. LA FORMULE DE LIE - TROTTER

4.4 Notes

Pour les résultats de la section 4.1 on peut consulter [Ka’82, pag. 35].

Les propriétés de convergence pour les Cy-semi-groupes ont été étudiées par Trotter dans

[Tr’5§). Pour les théoremes [£.2.3, [£.2.4, [E.2.7] on peut consulter [Pa’83-1, pag. 84] ou [AL’97],
pag. 131] et pour le théoreme nous avons utilisé [[Da’8d, pag. 80].

Le théoreme a été montré par Trotter dans [[Tr’59] et a été étudié par Chernoff dans

[Ce’6§. Les résultats que nous avons présentés se trouvent dans [Pa’83-1], pag. 89]. Dans
[, pag. 90], on peut trouver ces problémes pour les Cy-semi-groupes de contractions.
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